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Заставка изъ знаменитаго сочиненя Эйлера «Тигойисйо ш апа]узт 
шИпИогат». Издано въ Лозаннф въ 1748 г. 


ПРЕДИСЛОВТЕ КО 2-му ИЗДАНГО. 


Въ настоящемьъ издани по возможности устранены 
опечатки, вкравийяся въ первое издаше, а также ше- 
роховатости и неловкости въ изложени, которыя могли 
давать поводъ къ недоразумнямъ или двусмысленно- 
сти въ понимани текста. НЪкоторыя изъ погрЪшно- 
стей подобнаго рода были указаны въ критическихъ 
замЪ$ткахъ, появившихся при первомъ изданш второй 
книги «Въ царствЪ смекалки»; и за эти указашя соста- 
витель приносить рецензентамъ искреннюю благодар- 
ность. При остальныхъ исправлешяхъ дЪятельную и 
просв5щенную помощь оказалъ В. И. Короленко, кото- 
раго составитель также проситъ принять ув$реня въ 


своей живфйшей признательности. 
С.-Петербургъ. 
Ноябрь. 1911. 
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ИЗЪ ПРЕДИСЛОВЯ КЪ 1-му ИЗДАНГО. 


Какъ первая книга «Въ царствЪ смекалки», такъ и 
эта, надфемся, можетъ послужить недурнымъ пособемъ 
для математическаго саморазвитя, самодфятельности и 
уясненмя весьма важныхъ дисциплинъ. Для чтеня и 
усвоешя содержаня почти всей этой книги не требуется 
никакой особой математической подготовки. Это -—- 
Ариеметика для всьхь, чувствующихь желаше и склон- 
ность къ работ ума. ЗдЪсь нфтъ ничего или почти 
ничего, чего не осилилъ бы не только взрослый чело- 
вфкъ, но любой изъ юныхъ читателей, знакомый съ 
тфми элементами математики, которые преподаются въ 
начальныхъ и среднихъ школахъ. Многое, если не все, 
можетъ здфсь служить предметомъ бесфдъ, развлече- 
нй и заняй съ дЪтьми. 

Но если по общимъ цфлямъ эта книга есть про- 
должеше дфла, начатаго въ первой, то она значительно 
разнится отъ предыдущей выполненемъ. Такъ какъ 
предпринятый трудъ является у насъ чуть ли не един- 
ственнымъ, то въ первой части составитель не особенно 
заботился о «свЪжести», если можно такъ выразиться, 
и оригинальности, во что бы то ни стало, содержания. 
Первая книга имла прежде всего въ виду ознакомить 
русскую семью и школу съ тфмъ только самымъ извЪст- 
нымъ и распространеннымъ матераломъ, что имфетъ уже 
давно въ своемъ распоряжении западная школа и семья. 
Вотъ почему въ первую книгу вошло довольно много 
такихъ задачь и вопросовъ, которые иному знатоку 
могутъ показаться извфстными и шаблонными. Впро- 
чемъ, много ли у насъ такихъ знатоковъ? 

Въ этой книгЪ, какъ читатель можетъ убЪдиться, 
мы поднимаемся на слфдующую, высшую ступень. Съ 
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одной стороны, значительно расширяется математиче- 
ск кругозоръ, съ другой, болБе тщательно и строго 
подбирается матералъ. Наряду съ легкостью, до- 
ступностью и возможной занимательностью изложения 
составитель старается, гдЪ возможно, побудить чита- 


теля и къ научному, теоретическому взгляду на пред- 
метъ. Выясняются основы понят!я о числЪ, о свойствах 
и характер алгебраическихъ и геометрическихъ аксюмъ,. 
объ Евклидовой и не-Евклидовой геометрии, о «четвер- 
томъ изм5ренши», о нфкоторыхъ главнЪйшихъ резуль- 
татахъ, достигнутыхъ математикой вообще, дЪлаются 
по возможности неболышя историческя справки. И 
читатель, конечно, не посЪтуеть на насъ, если въ 
настоящей книгЪ мы, помимо общихъ указаний. на зна- 
чене и сущность трудовъ Н. И. Лобачевскаго, приво- 
димъ даже его неболыпую бюграфю. Велиюй свЪточЪ 
русской математической мысли умеръ, непонятый совре- 
менниками, но имЪфетъ всЪ права, чтобы въ попыткЪ 
первой русской математической хрестомати отнеслись 
къ нему съ должной данью уважения. 

Быть можеть, ничто такъ не изошряетъ и не от- 
тачиваеть въ извфстномъь отношени математической 
смекалки, какъ умЪнье разбираться въ такъ называе- 
мыхъ «математическихъь софизмахъ» и парадоксахъ, 
Жаль только, что въ имБющихся у насъ книжкахъ 
съ попытками подобнаго сорта предлагаются просто 
самыя задачи безъ общаго, хотя бы, разъясненя сущ- 
ности софизма. Вотъ почему этому предмету, помимо 
задачьъ, посвящены и главы общаго содержания. Ду- 
маемъ, что даже для знатоковъ софизмовъ онф не бу- 
дутъ лишними. Не безъ интереса также, полагаемъ, 
отнесется читатель къ попыткамъ беллетристической 
обработки чисто математическихъ темъ. Помимо Э. По 
и Г. Уэльса, читатель найдетъ здЪсь главу «Въ странЪ 
чудесъ математики», составленную по мало извЪстной 
у насъ книгБ АЪБо\, Е. А.: «ЕаЧапа; а Котапсе о! 
Мапу Оитепзют$ Бу а Зацаге». 

Иному, пожалуй, покажется страннымъ найти въ 
концЪ книги н5сколько страницъ, посвященныхъ извЪст- 
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наго рода «математическимъ фокусамъ». На это замЪ- 
тимъ, что въ область смекалки входитъ также умфнье 
разбираться, продБлываютъ ли предъ вами просто фо- 
кусъ, или же дЪйствительную математическую комби- 
нац!ю. | 

Въ заключене считаю долгомъ поблагодарить уче- 
наго лЪсовода Я. И. Перельмана за ту готовность, ст 
которой онъ дЪлился со мной своими задачами, зна- 
ошями и опытомъ при составленши этой книги. Ему же 
здЪсь принадлежить обработка главы «Математика въ 
природ» и «Новый родъ задачъ». Лавнишнему своему 
прятелю и товаришу по факультету, Н. ЦП. Соколову, 
тоже приношу здЪсь свою благодарность за сдЪланный 
пересмотръ и дополненя главы «Новыя начала Геоме- 
три». Вдинственная попытка изложить кратко и попу- 
лярно замфчательный мемуаръ Н. И. Лобачевскаго при- 
надлежитъ ему. Съ тфмъ болышимъ удовольстнемъ 
беремъ изъ его брошюры эту главу въ его собствен- 
ной переработкЪ для настоящей книги. 


Авгусгъ. 1909 г. 
С.-Петербургъ. 
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Задача 1-я. 
ГдЪ начинается новый годъ? 


Обыкновенно спрашиваютъ, когда начинается новый годъ, 
и мало кто задается вопросомъ: гдз онъ начинается? Вопросъ 
этоть, пожалуй, можеть даже показаться нелфпымъ, какой-то 
задачей-шуткой, въ родЪ вопросовъ: почему (по чему) птица ле- 
таеть, или отчего (оть чего) утка плаваеть? Кажется яснымъ, 
что новый годъ начинается тамъ, гдз онъ начинается, и спра- 
шивать туть собственно не о чемъ. 

Однако, дЪло не такъ-то просто, какъ кажется, и вопроеъ— 
гдЪ, въ какомъ пунктЪ земного шара впервые наступаетъ но- 
вый годъ, имфетъ вполнЪ опредЪленный смыслъ. 

Допустимъ, что вы встрЪчаете новый годъ въ МосквЪ. Воть 
бьеть двфнадцать часовъ: въ этоть моменть въ МосквЪ насту- 
пилъ новый годъ. Но мы знаемъ, что наши нижегородсве зна- 
комые уже полчаса какъ встрфтили новый годъ, такъ какъ въ 
Нижнемъ часы показывають половину перваго, когда въ МосквЪ 
двЪнадцаль. Въ Омск? новый годъ встрЪтили еще 21/2 ч. тому на- 
задъ, въ Красноярск — цфлыхъ 4 часа тому назадъ, а въ Петро- 

. павловекЪ — даже на цфлыхъ 8 часовъ ранЪе. СлФдовательно, вы 
сейчасъ встрЪтили въ МосквЪ вовсе ужь не новый годъ: вЪдь 
ему уже, по меньшей мЪрЪ, девять часовъ, этому новому году! 

Итакъ, новый годъ начался гдЪ-то далеко на востокЪ и от- 
туда пришель къ намъ. Но гдЪ, въ какомъ мЪстЪ земного шара 
онъ впервые явился? Такой вопросъ, какъ мы видимъ, иметь 
опредзленный смыслъ. И на него надо умфть отвЪфтить. 
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Мы знаемь уже, что въ Петропавловск (на КамчаткЪ) но- 
вый годъ наступиль на 8 часовъ раньше, чфмъ въ МосквЪ. По- 
пробуемъ подвигаться далфе на востокъ и попытаемся отыскать, 
гдЪ онъ начался всего ранфе. Въ Беринговомъ проливЪф онъ 
наступилъ на 11 час. ‘раньше, чфмъ въ МосквЪ. Въ Санъ-Фран- 
циско-—-на 14 часовъ раньше, въ Чикаго— на 16 час., въ Фи- 
ладельфи-—на 17 час. въ ЛондонЪ—на 20 час., вь Париж — 
почти на 22 часа, вь ВЪн$—на 23 часа и, наконець, въ Мо- 
сквЪ на 24 часа! ^ 

Мы пришли къ абсурдному выводу, что въ Москвф новый 
годъ наступаеть на 24 часа раньше, чЪмъ въ той же Москв?! 

Недоум$не наше еще боле возрастетъ, если мы будемъ 
двигаться оть Москвы на западъ. Въ тоть моменть, когда въ 
МосквЪ только что наступилъ новый годъ, въ Петербург% всего 
половина двфнадцатаго, т. е. тамъ еще старый годъ. Идя все 
далфе и далфе на западъ, мы, наконець, прибудемъ снова въ 
Москву,—и окажется, что тамъ одновременно долженъ быть и 
старый и новый годъ. Получается опять нелЪФпость, — что въ 
МосквЪ новый годъ наступаеть и въ данный моменть, и на 
24 часа ранфе, и на 24 часа позднЪе. 

Очевидно, все это происходитъ велфдстые того, что Земля— 
шаръ. Однако же мы знаемъ, что въ МосквЪ новый годъ на- 
ступаеть въ вполнф опредЪленный моментъ, и слфдовательно 
наше разсуждене чЪмъ-нибудь да грЪшить, разь мы пришли 
кь выводу, что на одномъ и томъ же пунктЪ новый годъ на- 
ступаеть три дня кряду. 

Не трудно догадаться, въ чемтъ туть промахъ. Разъ въ дан- 
ный моменть къ востоку оть Москвы новый годъ, а къ западу 
оть нел пока еще старый годъ, то велфдетые . шарообразности 
Земли должна существовать гдЪ-то пограничная линя, раздЪ- 
ляющая область съ старымъ годомъ оть. области съ новымуъ 
годомъ. 

Такая пограничная лин!я на самомъ дфлЪ и существуеть; 
положенте ея опредЪляется не какими-нибудь астрономическими 
условями, а просто практикою мореплаваня. 

ДЪло въ томъ, что затруднешя, съ которыми мы сейчасъ 
‚ветрЪтились, возникаютъ не только въ этомъ случаЪ, но и тогда, 
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когда ищуть начала счета любого дня недЪли. Разсужденями 
вполнЪ сходными съ только что приведенными, легко убЪдиться, 
что гдЪ-то на земномь шар должна существовать линя, по 
одну сторону которой будеть опредЪленный день недфли,—на- 
примЪръ, среда, а по другую— слЗдующий, четвергъ. 

Практическая же надобность въ установлении подобной гра- 
ницы, или такъ называемой демаркацонной лини, возникла 
изъ необходимости регулировать ведене календаря во время 
плаванй. ИзвЪетно, что при кругосвётныхь путешествяхь съ 
запада на востокъ одинъ день какъ бы выигрывается, и путе- 
шественникъ, прибывъ въ исходный пунктъ, считаеть на день 
болфе, чЪфмъ слЪдуетъь; при путешестви же съ востока на за- 
падъ наблюдается обратное: путешественникь въ счетЪ дней 
отстаеть оть истиннаго, какъ бы теряеть однЪ сутки. Причину 
этого на первый взглядъ непонятнаго явленя легко раскрыть, 
если принять во вниман!е, что кругосвЪфтный путешественникъ 
дЪлаеть одинъ лишнй обороть вокругь земной оси — при 
движен!и на востокъ и, напротивъ, дфлаеть однимъ оборотомъ 
менфе—при движен!и на западъ '). Другими словами, путеше- 
ственникъ въ первомъ случаф увидитъ восходъ солнца однимъ 
разомъ болфе, во второмъ—менЪфе, нежели проче люди, остаю- 
пцеся на мфстЪ. А если онъ увидить однимъ восходомъ солнца 
болфе или менфе, то, слФдовалельно, будеть насчитывать въ 
протекшемъ времени однфми сутками болЪе или же менфе. Мы 
знаемъ, что только благодаря этому Филеасъ Фоггъ, герой ро- 
мана Жюля Верна «80 дней вокругъ свфта», выиграль свое 
оригинальное пари. 

Впервые указанная особенность въ счетф дней при круго- 
свЪтныхь путешестняхъ стала извЪстна послЪ перваго круго- 
свЪфтнаго плаваня Магеллана. Спутникъ погибшаго Магеллана, 
Себастанъ-дель-Кано, при возвращен въ Европу «привезъ 
съ собой» четвергъ, въ то время какъ здЪсь была уже пятница 
(онъ Ъхалъ съ востока на западъ). 





1) Напомнимъ, что такъ какъь кажущееся суточное движен!е Солнца со- 
вершается съ востока на западъ, то истинное вращене Земли вокругь своей 
оси происходить въ обратномъ направлен!и, то-есть съ запада на востокъ. 
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('ь этого времени мореплаватели начали постепенно уста- 
навливать демаркацюнную лин!ю, положене которой и теперь 
еще опредфлено не во всфхъ пунктахъ. Лишя эта, ограничи- 
вающая области съ различными днями недфли; слфдуеть по 
западной части Великаго океана. Она проходить черезь Берин- 
говъ проливъ, затЪмъ направляется къ берегамъ Японш, оги- 
баеть съ запада острова Марансюе и Каролинсве и идетъ да- 
лфе къ югу, огибая съ востока Филиппины, Новую Гвинею, 
Австралйсьй материкъ, Новую Каледонию и Новую Зеландтю 
(см. карту фиг. 1). р 

Такимъ образомъ, когда на иниииинекяхь островахъ, ска- 
жемъ, четвергь, тогда на сосфднихь съ ними Каролинскихъ, 
всего въ полусотнЪ версть, тоть же день называется средой. 
Произошло это просто потому, что Филиппины были открыты 
голландскими мореплавателями, прибывшими съ востока, а Ка- 
ролинск!е о-ва открыты испанцами, отправлявшимися къ путь 
изъ Европы на западъ, черезь Атлантичесый океанъ, мимо 
Южной Америки, и черезь Велиюй океанъ. 

Разсматривая карту, мы видимъ также, что подобная же 
разница въ счетЪ дней недЪфли наблюдается и между Камчат- 
кой и Аляской: когда на КамчаткЪ понедфльникъ, на АляскЪ 
воскресенье. 

Понятно, что это вносило бы невфроятную путаницу въ 
календарь и вызвало бы значительныя неудобства, если бы де- 
маркацюнная линя проходила не черезь водныя пустыни Ти- 
хаго океана, а через материки Европы или Америки. 

Но какимъ же образомъ эта демаркацюнная линя помогаеть 
мореплавателямь регулировать календарь? Воть какимъ. Когда 
судно перееФкаеть эту линцо сь запада на востокъ, то слф- 
дуюцщИЙ день и число м$сяца считають за предыдупце, т. е. два- 
жды считаютъ одинъ и тотъ же день недфли и число мЪеяца. 
Если, напримЪръ, демаркащюонная лин1я была пересфчена въ среду 
14 мая, то и слфдующий день считаютъ за среду 14 мая. Въ 
судовой книгЪ, такимъ образомъ, на этой недЪфлЪ будуть двЪ 
среды и два раза подрядъ 14 мая. Благодаря этому уничто- 
жается лишейй день, который «выигрывается» при путешестви 
съ запада на востокъ. Наобороть, когда судно пересЪкаетъ де- 
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Фиг. 1. ГдЪ начинается новый год'ь? — Положене демаркащюонной лини 


14 


маркационную линию съ востока на западъ, то послЪ перееф- 
ченя пропускают цзлыя’ сутки, другими словами, считають уже 
слЪдующий день и число. НапримЪръ, если линтя пересфчена 
въ воскресенье 3 августа въ 7 часовь вечера; то считають 
8-й часъ уже не воскресенья, а понедЪльника 4 августа. Такъ 
наверстывается день, который былъ бы «потерянъ» при круго- 
свЪтномъ плавании. 

Само собою разумЪется, что все’это было продЪфлано капи- 
таномъ и того судна, на жоторомъ плылъ герой романа Филеась 
Фоггъ. Если бы педантичный англичанинъ не быль такъ погло- 
щенъ своимъ пари и обращаль внимане на окружающее, а 
наивный Паспарту не воображаль, что часы его идуть «в5рнЪе 
Солнца»,— то, конечно, они не могли бы проглядЪть того, что у 
нихъ пятница, когда кругомъ всего еше только четвергъ. 

Теперь мы уже знаемъ, гдз начинается новый годъ, гд% за- 
рождаются дни, недфли, мфсяцы. Тамъ, далеко, на островахъ 
Тихаго океана они впервые отдФляются отъ вфчности и 06е3- 
звучно опускаются на нашъ земной шаръ. А оттуда бысетро- 
быстро, со скоростью пятнадцати градусовъ въ часъ, они бЪгуть 
легкою т$нью по ЗемлЪ, одинъ за другимъ, посфщая всф пункты 
нашей планеты. И, обЪжавъ кругомъ земной шаръ, опять воз- 
вращаются къ этой границ®, чтобы здЪфсь покинуть Землю и 
снова уйти въ вфчность—увы!.. навсегда. 

Если вы теперь въ состоян!и правильно рфшить задачу, гдЪ 
начинается новый годъ, то, вЪфроятно, 'разберетесь и въ слфдую- 
щемъ вопросЪ. 


Задача, 2-я. 
Три воскресенья на одной недЪлф. 


Можеть ли на одной недфлЪ быть три воскресенья? Мы 
знаемъ, что у нЪкоторыхъ людей бываеть «семь пятницъ на одной 
недфл>. Но бываеть ли три воскресенья? 

ВмЪето отвфта’ предлагаемъ читателю прочесть слфдующий 
небольшой остроумный разеказъ знаменитаго американскаго писа- 
теля Эдгара По, — разеказъ, который мало кому извфстенъ и 
который такъ и называется: 


«Три воскресенья на одной педъль». 


«Ахъ ты, упрямый старикашка!» — мысленно обратился я 
однажды къ дядЪ Ремгеджеру, гнфвно сжавъ кулакъ (тоже, впро- 
чемъ, лишь въ мысляхъ). 

Да, только мысленно. На самомъ длЪ то, что я думалъ, 
нЪфеколько отличалось отъ того, что я дЪйствительно исполнить. 
Когда я открыль дверь въ комнату дяди, старикъ сидфлъ, вы-' 
тянувъ ноги къ камину, держа кружку съ пивомъ въ рукахъ, 
и добросовЪетн®йшимь образомъ исполнялъ совЪтъ старой ифени: 


Наполняй пустой бокалъ, 
Полный—выпивай до дна! 


— Дорогой дядя,— началъ я, тихо притворивъ дверь его ком- 
наты и подходя къ нему съ умильной миной,— вы всегда были 
ко мнЪ такъ расположены и столько разъ доказали свою доброту, 
что я не сомнфваюсь въ вашей помощи и на этоть разъ. 

— Продолжай, мальчикъ, продолжай!-—процдиль дядя. 

— Я убБжденъ, дорогой дядя (чтобъ тебя, стараго скрягу!), 
что вы не станете серьезно противиться моей женитьбЪ на Кэтъ. 
Вы вЪдь только шутили, не правда ли? О, вы такой шутникъ, 
дядюшка, ха-ха-ха! 

— Ха-ха-ха|-—-подхватиль дядя.— Воть это правда, чортъ 
побери! 

— Ну, воть, я такъ и зналъ! А теперь, дорогой дядя, яи 
Кэть ждемъ оть васъ только указания... относительно срока... 
Словомъ сказать, дорогой дядюшка, на когда, по вашему мн?- 
нию, всего удобнЪе будетъь назначить нашу свадьбу? 

— Свадьбу? Какую? Воть еще новости! И думать не смЪй 
объ этомъ! 

— Ха-ха-ха! Хо-хо-хо!.. Хи-хи-хи-хи... Это славно! Милый 
дядюшка, какой вы весельчакъ! "Теперь остается только точно 
назначить день. 

— А? Точно назначить? 

са дядюшка, если будете такъ добры... 
Ты хочешь точно знать срокъ? Хорошю, Бобби, такъ и 
быть, ублаготворю тебя. 
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— Ахь, милый дядюшка|.. 

— и Итакъ, я изъявляю полное согласе. Сегодня вос- 
кресенье, да? и. Такъ слушай же: можешь вЪнчаться 
съ Вэть, ну, когда бы?.. Когда будеть три воскресенья сряду 
на одной недЪлЪ! Чего ты глаза выпучиль? Говорю же тебъЪ: 
свадьба твоя будетъ, когда три воскресенья придуть сряду на 
одной недфлЪ. Ни однимъ днемъ раньше! Ты знаешь меня, слово 
мое неизмЪнно. А теперь проваливай! 

И онъ снова принялся за свое пиво. Я же въ отчаяни вы- 
бЪжаль изъ комнаты. | 

Дядя мой, Ремгеджеръ, былъ, что называется, очень милый 
старичокъ, но имфлъ свои, странности. Будучи добродушенъ по 
натурЪ, онъ, благодаря страсти противорЪчить, прюбрЪль среди 
многихъ, не знавшихъ его близко, репутацию скряги. Въ него 
словно вселился бЪсъ отрицаня, и на каждый ‘вопросъ онъ спф- 
шиль отвфтить «нЪть> Но въ концф концовъ, послЪ долгихъ 
переговоровъ, никогда почти’ не случалось, чтобы просьба оста- 
валась неисполненной. Мало кто дфлалъ столько добра, сколько 
дЪлаль онъ—и въ 10 же время такъ неохотно, какъ онъ. 

Оставшись сиротой послф смерти своихъ родителей, я все 
время воспитывался и жилъ у старика дяди. Можеть быть, по- 
своему чудакъ и любиль меня, хотя не такъ, какъ свою внучку 
Вэть. Съ перваго же года онъ частенько драль меня, съ пяти 
лЪть до пятнадпати — стращалъ исправительнымь домомъ; съ 
пятнадцати до двадцати—ежедневно грозилъ выгнать меня безъ 
копфйки денегъ. Зато я имфлъ вЪрнаго друга въ Кэть. Она 
была прелестная дфвушка и премило заявила мнЪ, что станеть 
моей, со всфмъ своимъ приданымъ, какъ только я уговорю 
ея дфдушку Ремгеджера. БЪдняжкЪ было всего шестнадцать 
лЪть, и до совершеннол$тя она не въ правз была распоря- 
жаться своимъ капиталомъ безъ соглася дФда. Но дфдушка оста- 
вался непоколебимъ, несмотря на всЪ наши мольбы. Самъ би- 
блейск!й Товъ возропталь бы при видЪ того, какъ онъ изд\- 
вался надъ нами, словно котъ надъ мышами. Въ глубинф души 
дядушка быль доволенъ нашимь рёшентемъ и охотно выложиль 
бы десять тысячъ фунтовъ изъ собственныхъ средствъ, еели бы 
Кэть не имЗла приданаго. Но ему нуженъ былъ благовидный 
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предлогь, чтобы уступить нашимь мольбамъ. Наша ошибка со- 
стояла въ томъ, что мы вздумали сами хлопотать о своей свадьбЪ, 
а при такихъ обстоятельствахь дфдушка положительно не въ 
силахь былъ не оказать намъ противодЪйствия. 

Дядя считалъ безчестемъ отступать отъ разь даннаго слова 
но за то готовь былъ толковать смысль вкривь и вкось, лишь 
бы остаться вЪрнымъ букв. Вотъ этой чертой и воспользова- 
лась лукавая Вэть вскорф послЪ моего знаменательнаго разго- 
вора съ дядей. 

Разскажу вкратцЪ, какъ это произошло. СудьбЪ угодно было, 
чтобы среди знакомыхъ моей невЪсты были два моряка, не- 
давно возвративииеся въ Англию послЪ кругосвЪфтнаго плава- 
ня. НедФли черезь три послЪ памятнаго разговора, въ воскре- 
сенье послЪ обфда я вмЪетЪ съ этими моряками зашель къ 
дядЪ въ гости. Около получаса мы говорили о разныхь 0ез- 
различныхт, вещахъ, пока разговорь нашъ не приняль такое 
направлен!е: 

КАПИТАНЪ ПРАТЪ. Ц?лый годъ пробыль я въ плавании. 
Ей-Богу, сегодня какъ разъ годовщина моего отьфзда. По- 
мните, м-ръ Ремгеджеръ, какъ я пришель къ вамъ прощаться 
ровнехонько годъ тому назадъ? И замЪчательно, что туть же 
сидить нашъ прятель Смисертонъ, который тоже вфдь пропла- 
валь цфлый годъ. 

КАПИТАНЪ СМИСЕРТОНЪ. Да, годъ безь малаго. Помните, 
м-рь Ремгеджерь, какъ я зашелъь къ вамъ проститься? | 

дядя. Юще бы! Въ самомъ дЪлЪ поразительно—оба вы про- 
падали ровно годъ. ЗамЪчательное совпаданте. 

кэтъ. Гфмъ болфе, что капитанъ Прать и капитан Сми- 
сертонъ $хали совсфмъ разными путями: первый обогнуль мыеъ 
Доброй Надежды, а второй—мысъ Горнъ. 

дядя. Воть именно. Одинъ держалъ путь на востокъ, дру- 
`гой—на западъ, и оба Ъхали кругомъ земного шара. 

я [быстро]. Не зайдете ли, господа, завтра посидЪть съ нами 
вечеркомъ? Поговорили бы 0 вашихъ странствованяхъ, сыграли 
бы въ вистъ и... 

КАПИТАНЪ ПРАТЪ. Въ висть? Вы вЪрно забыли, что завтра 
воскресенье. Въ другой день я готову... 

ВЪ ЦАРСТВВ СМЕКАЛЬЕИ. 2 


1 

кэть. Да что вы? Роберть не такой ужъ грёшникъ. В%дь, 
воскресенье-то сегодня! 

даля. Ну, конечно. 

КАПИТАНЪ СМИСЕРТОНЪ. © чемь туть спорить, господа. 
Да, вЪуь, вчера же было воскресенье! 

дяля. Воскресенье сегодня. Не понимаю, какъь можно этого 
не зналь! 

КАГИТАНЪ ПРАТЪ. Ничуть не бывало! Воскресенье завтра! 

БАТИТАНЪ СМИСЕРТОНЪ. Да`вы, господа, съ ума, сошли, 
право! Воскресенье было вчера.А—я такъ же увЪфренъ въ этомъ, 
какъ и въ томъ, что сижу здфеь передъ вами! х 

КЭТЬ [громко]. Ну, дфдушка, теперь вы попались! Капитанъ 
Смисертонъ утверждаеть, что воскресенье было вчера — и онъ 
правъ. Кузенъ Бобби, вы и я утверждаемъ, что воскресенье 
сегодня—и мы правы. Капитанъ Прать заявляеть, что воскре- 
сенье завтра—и онъ тоже правь, Мы всф правы, и вотъ вамтъ 
три воскресенья на одной недЪфлЪ! 

КАНИТАНЪ СМИСЕРТОНЪ [п0слф паузы]. Кэть разсудила пра- 
вильно. Каюме мы съ тобою дураки, Прать! Дфло, видите ли, 
воть в» чемъ, м-ръ Ремгеджеръ. Земля имфеть вь окружно- 
сти, какъ вы знаете, 24 тыс. миль и обращается вокругъ оси, 
съ запада на востокъ, дфлая полный обороть въ 24 часа. На 
одинъ часъ приходится, слфдовательно, тысяча миль. Такъ вЪдь? 

дядя. РазумЪется, такт. , 

КАПИТАНЪ СМИСЕРТОНЪ. Теперь вообразите, что я отилы- 
ваю нё тысячу миль къ востоку отсюда. Легко понять, что я 
должень буду увидЪфть восходъ солнца ровно на часъ раньше, 
нежели вы здЪсь, въ Лондон%. Если я въ томь же направле- 
ни профду еще тысячу миль, то увижу солнце на два часа 
раньше васъ; еще черезь тысячу миль— на три часа и т. д., 
пока не объфду кругомъ всего земного шара и снова не вер- 
нусь сюда. И здЪеь, проЪхавъ 24 тысячи миль, я увижу вос- 
ходъ солнца на цЪлыя сутки раньше, нежели вы; другими сло- 
вами—я буду считать на одни сутки меньше; нежели вы. Дру- 
гое дЪфло капитанъ Пратъ: профхавъ тысячу миль къ западу, 
онъ видфль восходъ солнца часомъ позднфе васъ; а профхавъ, 
всЪ 24 тысячи миль, отсталъь оть Лондона въ счет времени 
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на цфлыя сутки. И воть почему для меня воскресенье было 
вчера, для васъ— сегодня, а дла м-ра Прата—будеть завтра. 
Очевидно, мы всЪф правы, и нфть основан считать, что кто 
нибудь изъ насъ болфе правъ, нежели друше. 

дядя. И то правда! Ну, Вэтъ и Бобби, торжествуйте, я 
попался. Но я никогда не измфняю своему слову. И если три 
воскресенья ‘случились на одной недЪлЪ, то знай, мальчуганъ, 
что можешь получить приданое и все прочее, когда хочешь. 
ДЪло въ шляпЪ, чорть побери! 

На этомъ разсказь По кончается. Выходить, стало быть. 
что на одной недЪлЪ возможны три воскресенья кряду. На са- 
момъь же дфлЪ моряки провели упрямаго дядю, который, вЪ- 
роятно, не слишкомъ силенъ былъ въ астрономш. Объясненя 
капитана Смисертона совершенно правильны, но онъ умолчаль 
объ одномъ важномъ обстоятельствЪ: о поправкЪ календаря при 
пересфчени демаркацюнной линш. ПересЪкая ее на своихъ 
судахъ во время плаван!я, капитанъ Пратъ долженъ быль один 
день считать дважды, а капитанъ Смисертонъ —одинъ день пропу- 
стить; велфдстве этого возстановилось бы единство времяисчи- 
слешя, какъ мы это уже знаемъ изъ предшествующей главы. 

Но, строго говоря, изь той же главы мы должны заключить, 
что на одной недЪлЪ, все же, можеть быть два воскресенья или 
ни одного. По крайней м5рЪ— запись подобнаго рода можеть 
ветрЪтиться въ судовомъ жу рнал$ любого судна, пересВкшаго 
демаркацюнную линтю... 


Задача. 3-я. 


Опредфлене направленя съ помощью карманныхъ часовъ. 


Съ помощью карманныхъ часовъ въ солнечный день можно 
опредфлить всегца съ достаточной для житейской практики точ- 
ностью всЪ четыре «страны свЪта», т. е. точки сЪвера, юга, во- 
стока и запада горизонта. Способъ этоть настолько прость и 
легко объяснимъ, что остается только ожидать въ скоромъ вре- 
мени его всеобщаго распространешя. Опредфлене направлен!я 
заключается въ слфдующемъ. 


о* 
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Повернуть циферблатъ карманныхъ часовъ, держа 
ихъ горизонтально такъ, чтобы часовая стрЪлка была 
направлена въ сторону Солнца. Тогда точка на окруж- 
ности циферблата, лежашая посрединф между показа- 
‚немъ часовой стрБлки въ этотъ моментъ и числомъ ХИП, 
покажетъ вамъ наиравлене къ югу. 

Такъ, напримЪръ, если часовая стрфлка показываеть 4 часа, 
то, направивъ ее къ Солнцу, найдемъ, что средняя точка между 
показанемъ часовъ (4) и ХП-ю будеть совпадать съ точкой 
циферблата, указывающей два часа. Эта точка и опредфлить 
югъ горизонза, противоположная ей по направлению дасть сф- 
верь, налЪво, слфдовалельно, будеть воблокъ, а направо — 
_ вападъ. . 

Предыдущее правило можно свести и на такое: | 

Найти на окружности циферблата среднюю точку 
между показанемъ часовой стр5лки и точкой ХП-ти 
часовъ; направить эту среднюю точку къ Солнцу,— 
тогда точка пиферблата съ отмЪфткой двЪнадцати ча- 
совъ и укажетъь южное направлене. 

Если часы, напр., указывать 4 часа, то направить точку 
циферблата съ показашемъ ПШ часа на Солнце. Тогда линия, 
проведенная изъ центра часовь кь ХИ-ти, и будеть полуден- 
ной _линтей, т. е. направленной къ югу. 


Доказательство. 


Для доказательства стоить только вспомнить, что въ 12 ча- 
совъ (полдень) Солнце, часовая стрфлка и точка на циферблат, 
отм$ченная цифрой ХП,— вс они лежать въ одной лини, на- 
правленной къ югу («на полдень»). Велфдь затфмь и Солнце, 
и часовая стрфлка двигаются въ одинаковомъ направлен. Но 
стрфлка часовъ совершаетъь свой полный оборотъ въ 12 часовъ, 
а Солнце въ 24 часа, т. е. въ вдвое больший промежутокъ вре- 
мени. Отсюда и вытекають данныя выше правила. 

Замфчане. Само собою разумЪется, что полученное указан- 
нымъ путемъ опредфлене направления не будеть вполн точно. 


21 
Ошибка получается потому, что мы помфщаемь часы въ пло- 
скости горизонта, вмЪето плоскости эклиптики, и кром% того не 
принимается во внимане разница между истиннымъ солнеч- 
нымъ временемъ и такъ называемымъ среднимъ временемъ. Но 
для тЪхъ чисто практическихъь цЪфлей, которыя преслфдуются 
при примфнени указаннаго выше правила, получаемые резуль- 
таты совершенно достаточны. % 

Если бы вмЪсто сЪфвернаго мы находились на южномъ полу- 
шар Земли, то указанное выше правило соотвЪтетвенно ви- 
доизмфнилось бы,—а именно въ этомъ случа»: 

Если точку, обозначенную на циферблатЪ часов числомъ 
ХПИ, повернуть къ Солнцу, то равнодфлящая угла между пока- 
зантемъ часовой стрЪлки и точкой съ числомъ 12 покажеть 
направлене къ сЪверу. 


Г. 


о 


1 
ох 








Задача, 4-я. 
Сколько воды въ бочкЪ? 


Лвое заспорили о содержимомъ бочки. Одинъ спор- 
щикъ говорилъ, что воды въ бочкЪ болЪе, чБмъ на по- 
ловину, а другой утверждалъ, что меньше. Какъ убЪ- 
диться, кто правъ, не употребляя ни палки, ни веревки, 
ни вообще какого-либо приспособлешя для измЪрен!я? 
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Р%шен!е. 


Это не задача-шутка, а настоящая геометрическая задача, 
хотя и рЪшаетея до смфшного просто. РЪшентя подобнаго рода 
задачъь заслуживають всегда того, чтобы надъ ними подумать. 

Воть ршене этой задачи. Если бы вода въ бочкЪ была 
налита ровно до половины, то. наклонивъ бочку такъ, чтобы 
уровень воды пришелся какъ разъ у края бочки, мы увидЪли 
бы, что высшая точка дна находится также на уровнЪ воды. 
Это ясно изъ того, что плоскость, проведенная черезь дламе- 
трально противоположныя точки верхней и нижней окружно-. 
стей бочки, дфлить ее на двЪ равныя части. Если рода налита 
менфе чЪмъ до половины, то при такомъ же Ве’ бочки 
долженъ выступить изъ воды болышй или меньший сегменть 
дна. Наконецъ, если воды въ бочкЪ болфе чфмъ половина, то 
при наклонен!и верхняя часть дна окажется подъ водой. 

Такимъ образомъ вопросъ рфшается правильно безь вся- 
кихъ измЪрен!й. 


Задача 5-я. 
Кресть обратить въ квадратъ. 


Крестъ, составленный изъ пяти квадратовъ, тре- 
буется разрЪзать на такя части, изъ которыхъ можно 
было бы составить одинъ равновелиюй кресту по пло- 
щади квадратъ? 


Ръшен1е. 


На прилагаемыхъ чертежахъ читатель найдеть два ршен!я 
этой задачи: одно старое ') (фиг. 3) и одно, предложенное въ 
новЪйшее время (фиг. 4). Второе р\шеше. столь же просто, 
сколь и остроумно: задача рЪшается проведешемъ, всего двухъ 
прямыхъ лин. 


*) Ср. задачу 64-ую 1-й книги настоящей Хрестомати. 
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ЧЕ 


Фиг. 8. Фит. 4. 








Задача 6-я. 
Коврикъ. 


У одной дамы былъ прямоугольный коврикъ раз- 
ифрами 36Ж27 дюймовъ. Лва противоположныхъ угла, 
его истрепались, — пришлось ихъ ‘отр$зать въ видЪ 


мы 4 треугольныхъ лоскутковъ, зату- 


< Ч ‘ х х мы 
% шеванныхъ на нашемъ чертежЪ 
< 


(фиг. 5). Но дамЪ все же хо- 
тфлось имфть коврикъ въ формЪ 
прямоугольника. Она поручила 
обойщику разрЪзать его на такя 
двЪ части, чтобы изъ нихъ можно 
было сшить прямоугольникъ, не 
теряя, конечно, ни кусочка матери. Обойщикъ испол- 
нилъ желане дамы. 
Спрашивается, какъ ему удалось это сд$лать? 





Р\%шенуе. 


РЬшенте задачи видно изъ прила- 
гаемаго чертежа (фиг. 6). Если зубча- 
тую часть А вынуть изъ части Ви 
затмь снова вдвинуть ее между 
зубьевь части В, перемЪетивь на 
одинъ зубъ вправо, то получится 0е3- д 
укоризненный прямоугольникъ. Фиг. 6. 
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Задача 7-я. 
Оригинальное доказательство. 


Всякй, проходивиий геометрию, знаетъь, что сумма угловъ 
треугольника равна двумъ прямымъ угламъ. 

Но мало кому извЪетно, что эта основная теорема, на кото- 
рой зиждется все стройное Евклидово здан!е, можеть быть «до- 
казана» съ помощью простого лоскутка бумаги. 

Мы ставимъ слово «доказана» въ кавычкахъ, потому что, 
собственно говоря, это не доказательство въ строгомъ смыслЪ 
слова, а скорЪфе лишь наглядная демонстращя. Но все же этотъ 
остроумный премъ, приду- 
манный Томомъ 'Титомъ, 
очень любопытенъ и поучи- 
теленъ. 

ВырЪзають изъ бумаги 
любой формы треугольникъ 
и перегибаютъ его сначала 
по лини АВ (фиг. Л). За- 
тфмъ, снова разогнувъ бу- 
магу, перегибаютъь  тре- 
угольникъ по лини СБ 
такъ, чтобы вершина А по- 
пала въ точку В. Пере- 
гнувъ зат$мъ треугольник 
по лимямь ОН и СС и получивь прямоугольникь СЯН, 
мы наглядно убЪждаемся, что всЪ три угла треугольника (1, 2, 3) 
составляютъ въ сумм два прямыхъ. 

Необычайная наглядность и простота этого пруема позво- 
ляеть познакомить даже дЪтей, не изучающихъ геометри, съ 
одной изъ ея важнЪфйшихь теоремъ. Для знающихъ же геоме- 
тю онъ представляетъь интересную задачу— объяснить, почему 
такое сгибане бумажнаго треугольника всегда даетъ желаемый 
результать. Объяснить это не трудно, и мы не хотфли бы ли- 
шить читателя удовольствия самому подыскать геометрическое 
основане этого своеобразнаго доказательства. 


“ 





Фиг. 7. 
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Задача 8-я. 
Вычерчиване циркулемъ овальныхъ линй. 


Рёшен:е. 


Для вычерчиваня по плоскости замкнутыхъ овальных 
кривыхъ, извЪетныхъ подъ именемь эллипеисовъ (или элли- 
совъ) существуеть спешальный приборъ, такъ называемый 
эллипсографъ. Но можно получать овалы правильной формы 
и безь этого сложнаго и дорогого прибора— просто помощью 
циркуля, если только прибфгнуть къ неболытому ухищреню, 
о которомъ даеть поняте настояний рисунокъ (фиг. 8). 





Фиг. 8. 


Обверните цилиндръ бумажкой и начертите циркулемь 
замкнутую кривую па этой цилиндрической поверхности. Раз- 
вернувъ затЪмъ бумажку, вы убЪдитесь, что начертили не 
кругьъ, а овалъ, тфмъ болфе вытянутый, чЪфмъ меньше радгусъ 
цилиндра по сравненйо съ растворенемъ циркуля. 

Такимъ практическимъ способомъ вычерчиванья оваловъЪ 
часто пользуются въ различныхъ мастерскихъ, хотя среди чер- 
тежниковъ и рисовальщиковъ онъ сравнительно мало извЪстенъ. 
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СлЪдуеть, однако, имЪть въ виду, что получаемый такимъ 
пруемомъ оваль не есть, вообще говоря, эллипеь въ собетвен- 
номъ смыелВ этого слова, какъ бы велико ни казалось сход- 
ство. Получаемый овалъ есть кривая пересЪченя шара и ци- 
линдра, т. е., говоря математически, —кривая 4-го порядка. 

Не трудно убЪфдиться также въ томъ, что вычертить сплош- 
ной овалъ указаннымъ нами путемъ возможно только въ томъ 
случаЪ, если радусъь взятаго нами цилиндра больше половины 
растворенйя циркуля. 


Задача, 9-я. 
Теорема Пиеагора. 


Посредствомъь плитокъ домино доказать Пиеаго- 
рову теорему’). 
Рфшен!е. 
Сложите плитки домино такъ, какъ показано на нашемъ 
рисункф (фиг. 9). Вы убЪдитесь, что квадратъ, построенный 
на гипотенузЪ, состоить изъ 25-ти мелкихъ квадратовъ, а ква- 


































































































































































































































































































Фиг. 9. 





1) Т.е. что площадь квадрата, построеннаго на гипотенуз$ прямоугольнаго 
треугольника, равна сумм площадей квадратовъ, построенныхъ наего катетахъ. 





драты, построенные на катетахъ,— соотвфтетвенно изъ 9 и 16-ти 
такихъ же мелкихъ квадратовъ. А такъ какъ 25 =9 --16, то 
теорема «доказана» (прямоугольность треугольника повЪряется 
прямымъ угломъ какой-нибудь Хостяшки или группы ихъ). 

Само собою разумЪется, что это не доказательство, а лишь 
наглядная иллюстращя, ла и то пригодная лишь для тЪхъЪ 
случаевъ, когда всЪ три стороны прямоугольнаго треугольника 
выражаются цфлыми числами. Въ данномъ случа для сторонъ 
треугольника имфемъ числа 3, 4 и 5. Такихъ чисель, впро- 
чемъ, есть сколько угодно, какъ читатель можеть убЪдиться 
изъ поясненй въ слфдующей задачЪ. 


Задача, 10-я. 
Египетская задача. 


Съ помощью веревки въ 12 единицъ длины по- 
строить прямоугольный треугольникъ. 


Ръшен:е. 


Задача эта извЪстна издревле также подъ названемъ «пра- 
вила веревки». 
На веревкЪ отмфривались три послфдовательныхь отрЪзка 
длиною въ 3, 4 и 5 единиць длины. Если, теперь, соединить 
концы этой веревки и натянуть ее 
на третьемъь и седьмомъ дфленши, то 
получится прямоугольный треуголь- 
никъ (фиг. 10). 

Премомъ этимт, пользовались еще 
древние египтяне при постройкЪ® пи- 
рамидъ. Быть можеть, поэтому еги- 
петское слово для названйя землемф- 

р ровъ въ дословномъ переводф значить 
«вытягиватель веревки». Нынфшые землемЪры для полученя 
прямого угла также прибЪфгаютъ къ подобному приему, отмЪчая 
на своихъ землемфрныхъ цфияхъ такую комбинацию изъ трехъ 


Фиг. 10. 
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цЪлыхь чисель, которая выражала бы длины сторонъ прямо- 
угольнаго треугольника съ соизмфримыми сторонами. 

Числа эти должны удовлетворять условю Пиеагоровой тео- 
ремы, т. е. сумма квадратовъь двухъ изъ нихь должна быть 
равна квадрату третьяго числа. Взятыя выше цфлыя числа, 3, - 
4, 5, удовлетворяютъ этому услов!ю: 83° -- 4? —5?. Но легко ви- 
дЪфть, что подобныхъ чисель можно найти, сколько угодно. 


ВсеЪ эти такъ называемыя Пиеагоровы числа заключаются 
вь тождественномъ равенств», которое каждый легко можеть 
провЪзрить: 


га’. р? 2-2 
р т. 
о у . о у ® 
\ ы / `` 5 7 
И а ЕО 
ЭдЪеь, значить, а и ——5_— дають катеты, а = 60- 


отвЪтствующую имъ гипотенузу. 

_ Если вмЪсто @ и © подставлять въ эту формулу два любыхъ 
нечетныхь и первыхъ между собой числа, то и будемъ полу- 
чать различные требуемые треугольники и при томъ таке, что 
стороны одного не будуть кратными сторонами другого какого- 
либо треугольника. 

Пиеагоровы числа получаются также на основанти тождества 


(т? — 2)? + (2тп)* == (т? + я?)?, 


подставляя сюда вместо 7 и ® каюя угодно цфлыя чиела. 
Если же мы желаемь избЪжать группъ кратныхъ другъ другу, 
или подобныхъ, треугольниковъ, то числа надо брать первыя ме- 
жду собой и одно четное, а другое нечетное. 

Воть небольшая табличка части Пиеагоровыхь чиселъ, рЪ- 
шающихъ египетскую задачу: 


& 
5 


: 1, 60, 61 
18.284, 85 
фоту Зе ЛЯ 
15, 112, 113 
17, 144, 145 
19; Волен 
21, 20; 929 
27,°36, 45. 


33; 56, 65 
55... 7 
39, 80,: 89 
45, 98, 53 


45, 108, 117 
51, 140, 149 
65, 48, ` 73 
57, 176, 185 
63, 16, 65 
72, 97 
5, 100, 125 
7, 36, 85 
5, 132, 157 
91, 60, 109 
95, 168, 193 
20, 101 
"А 


Яя я © 
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Начатки математики на НилЪ. 


Упоминане о египетскомъ треугольникЪ, сдЪланное въ пре- 
дыдущей задачЪ, невольно обращаеть мысль въ глубь истори 
развития человЪческихъ знанй. Можно считать несомнЪнно уста- 
новленнымъ, что древые египтяне обладали знашемь многихъ 
математическихь фактовъ и умФньемъ производить нФкоторыя 
математическя дЪйстыя настолько давно, насколько только 
можно проникнуть въ глубину вЪковъ этой древнЪфйшей цивили- 
защи на ЗемлЪ. Пивагорова теорема въ приложеши къ равно- 
бедреннымъ прямоугольнымъ треугольникамъ (оба катета равны) 


была извЪстна имъ съ незапамятныхъ временъ. Треугольникомъ 
со сторонами 3, 4 и 5 пользовались строители древнфйшихуь 
пирамидъ и храмовъ для получения прямого угла. Одинъ изъ 
дошедшихъ до нась егинетскихъ папирусовъ писанъ за 1700 лЪть 
до Р. Х. на основанш египетскихъь же писан за 3000 лЬть 
и боле до Р.Х. Въ немъ уже содержатся нЪкоторыя ариеме- 
тическия задачи, таблица дробей и рзшеше простЪйшихъ урав- 
ненй, гдф неизвЪстное обозначается знакомь хау (хипъ). Суще- 
ствуеть мнзн!е, будто ариометика (осбенно—начатки ея) есть 
самый старЪйций изъ членовъ великой семьи математическихъ 
наукъ. Но трудно какъ-либо убЪдительно доказать эту мыель. 
Начало алгебры и геометрш также скрываются въ тапнствен- 
номъ мракЪ доисторическихъ судебъ человЪчества. 

Всюду, гдЪ только мы въ состоянш приподнять завЪсу надъ 
драмой человЪ ческой истори отдаленнфйшихъ вЪфковъь, мы ви- 
димъ, что люди уже считають, ршають уравнентя 1-ой степени 
и прилагають простЪйние случаи Пиеагоровой теоремы. 


Задача, 11-я. 


Численный кругь пиеагорейцевъ. 


Этоть «Опсииз Ру фаосиз> находится въ сочинен1и одного 
изъ учениковь Пиеагоровой школы Ямвлика, жившаго въ ГУ-мъ 
вЪкЪ поелЪ Р. Х.'). Воть въ чемъ состоить этоть кругъ. 

Будемъ писать по кругу рядъ послфдовательныхъ 
чисель отъ т до какого-либо числа, т.е. рядъ чиселъ 
Т, 2, 3, 4,.. п. Дойдя до этого напередъ заданнаго 
себЪ числа и, продолжаемъ писать по кругу тЪ же 
числа, но въ обратномъ уменьшающемся порядкЪ, пока 
не напишемъ опять единицу, —т. е. пишемъ: и— т, 


*) аш Исиз Сва]е14епз1з ех Со@е-Зута ш №еотасв1 бегазий Аг тейсали 
питоЧисНопет её 4е Еафо, Хипс ргипаш е4 биз, ш 1а тит зегаовет сопуегзиз, 
поз регреби!з Шазбгабаз а Заша@е 'ТепвиЦо. Ассе@ Хоасвии? Сатмегахи. 
ЕхрИсайо ш @чоз ИЬгоз №МеощасВт, сиш 1а@се гегит © уегрогиш 10осир1ейз- 
3110, Агипеш!ае. Розфап® арч4 Лав. ЕмЧемат Наетат. Оеуешёгае фур! 41- 
зет1ря1 \УПВейаиз У1ег МОСЬХУШ (1668). 
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п—2.....2, 1. Тогда сумма всЪхъ чиселъ, написанныхъ 
въ кругЪ, даетъ`квадратъ числа п (т. е. число п умно- 
женное само на себя). 

'Такъ, напр., если желаемъ найти квадрать 7, пишем (фиг. 11): 


зла В с в 
2 6 2 7 
1 ы 
| мы 89 
о Зе 7 

3 
ао р 
Фиг. 11. Фиг. 12. 


Сложивъ всЪ числа этого круга, дЪйствительно, получимъ: 
49 = 7. 

Для числа, напр., 9 будемь имфть кругъ (фиг. 12), сумма 
чиселъь котораго равна 9? — 81 и т. д. 


Доказательство. 


Для какого бы то ни было числа ® этоть пиеагорейсяй 
кругь можно представить такъ 
8465 — 1 
345 п— 1 


55 


1 
7. 
1 


ь> 


Т. е. получается два одинаковыхь ряда послЪдовательныхъ 
чисель оть 1 ло #—1, икь суммЪ обоихъ этихъ рядовь надо 
прибавить еще число #2. 

Но сумма #— 1 послЪдовательныхъ чисель, начиная съ 
п(п — 1) 

ЕЕ 


7“ 


суммы двухъ такихъ рядовъ да еще числа ® имЪемъ 
п(®— = 


что и доказываеть задачу 0 пиеагорейскомъ круг. 


единицы, какъ знаемъ, равна СлЪдовательно, для 
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Обобшене задачи. 


Для желающихъ нЪсколько болфе углубиться въ сущность 
пиеагорейскаго круга сдЪлаемъ еще н®сколько дополнен. Обо- 
значимъ черезь ©, сумму послЪдовательныхъ чиселъ оть 1 до #0. 
Тогда доказанное выше предложеше Ямблика выразится фор- 
мулой 

ЕЕ, ес зн (1) 


Разсматривая рядъ цфлыхъ чисель, мы находимъ, что для 
числа 2, 5, ‚< и; для числа 3, 5, ‚—п, а для всЪхъ осталь- 
ныхъ чисель 5,_,> и. Итакъ, можно высказать такое предло- 
жеше: 

Если квадратъ цЪфлаго числа (кром$ 2 и 3) разд$- 
лимъ на сумму всфхъ послфдовательныхъ чиселъ до 
этого числа, то въ частномъ будетъ 2, а вь остаткЪ 
само число. 

Подобно формулЪ (1) можно написать еще рядъ равенствъ: 


25, «{и—1=(и— 1) 
25, _.--%—2=(в— 2) 


25-3 =3* 
28, + 2=21 
1=1: 


Складывая всЪ эти равенства съ (1) и означая для краткости 


12 - 22-3? --.... (в — 1) и? = 59, 


получаемъ: 
29-55, 8, -....+8._,)-Е8, = 5%. 
Это тоже можно написать въ вид пиеагорейскаго круга: 


ми 


в—1. 


5 бы 5, Г О а 5, 


п 


о 
гдз сумма везхь членовъ даеть 5 й 
ВЪ ЦАРСТВЪ СМЕКАЛЕБИ. | 8 
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Задача 12-я. 
Земля и апельсинъ. 


Въ предлагаемой ниже интересной задач$ мы впервые 
встрЪчаемся съ числомъ, выражающимъ отношене длины окруж- 
ности къ д1аметру. Это знаменитое число принадлежить къ 
классу такъ называемыхъ «иррацюнальныхъ» чиселъ. Обыкно- 
венно оно изображается греческой буквой т (пи). Приблизительно 


п= 3,141 5926... 


Въ настоящей книг намъ не ‚ разъ еще придется говорить объ 
этомъ числ. 

Вообразимъ, что земной шаръ обтянутъ по экватору 
обручемъ и что подобнымъ же образомъ обтянутъ и 
апельсинъ по его большому кругу. ЛалЪе вообразимъ, 
что окружность каждаго обруча удлинилась на Т са- 
жень. Тогда, разумЪется, обручи отстанутъ отъ поверх- 
ности тТЪлъ, которыя они раныше стягивали, и оста- 
нется нЪкоторый прозоръ (промежутокъ). Спраши- 
вается, въ какомъ случа$ этотъ прозоръ будетъ 
больше,—у земного шара или у апельсина? 


Рфшен:е. 


Обыкновенно на этоть вопросъ отвфчаютъ такъ: «Конечно, 
у апельсина останется болышй прозоръ, нежели у Земли! Вфдь 
по сравненшо съ окружностью земного шара—38.000 версть— 
какая-нибудь одна сажень есть столь ничтожная величина, что 
прибавка ея останется совершенно незамЪтной. Другое дфло 
апельсинъ: по сравненю съ его окружностью сажень—большая 
величина, и прибавка ея къ длинз окружности должна быть 
весьма ощутительна». 

Такой отвфть естественно навязывается уму всякаго —и 
математика и не-математика. Математикъ еще подкрфпить его 
геометрическими соображенями, въ родф слфдующаго: «Такъ 


какъ отношенше длины окружности къ дламетру (число =) есть 
величина постоянная, то приращене радпуса Земли (т.е. про- 
зоръ) долженъ быть во столько разь меньше приращеня ра- 
дтуса апельсина, во сколько разъ радтусь земного шара больше 
радтуса апельсина» и т. д. 

Но всЪ эти разсужденя —одно только лукавое мудрствова- 
ше. Простымъ вычисленемъ легко доказать, что—- именно въ 
виду постоянства отношен!я окружноста къ д1аметру— прозоръ 
совершенно не зависить оть радлуса окружности и долженъ 
быть одинаковъ у Земли и у апельсина. 

Въ самомъ дфлЪ, пусть окружность экватора равна (С саже- 





нямъ, а окружность апельсина с. Тогда радусъ Земли В —=—, 


9— 
.- 


: С 
а радлуеь апельсина “—5. ПослЪ прибавки къ обручамъ од- 


ной сажени, окружности ихъ будуть равны: Земли С-- 1, апель- 


С-1 


сина с-1; радусы же ихъ будуть: Земли 5 › ащель- 
2® 








с--1 : я 
сина =" Если изъ новыхъ радтусовь вычтемъ прежне, то 
[" 
получимъ въ обоихъ случаяхь одно и то же приращение: 
О-1 С 1 
——= —__=_— для земли, 
т 2 т 
1 С 


1 
— — = для апельсина. 
2п о т 





Итакъ, у Земли и у апельсина получится одинъ и тоть же 
1 
прозоръ въ „_- саж., т.е. примфрно въ полъ-аршина. 
ап 


Этоть результать кажется до такой степени неожиданнымъ 
и неправдоподобнымъ, что намъ случалось видфть людей, ко- 
торые, сами получивь его, все же въ него не вфрили: они 
продфлывали съ помощью бечевки рядъ обмфровъ и опытовъ 
съ монетами, тарелками и др. круглыми предметами, —и лишь 
тогда успокаивались, когда воочю убЪждались, что опытъ под- 


тверждаетъь ихъ вычислене. А одинъ математикъ такъ даже 
3 
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формулировалъь свой отвЪтъ на изложенную задачу буквально въ 
слъдующихь выраженяхъ: 

«Прозоръ для Земли долженъ, конечно, быть меньше, ч$мъ 
` для апельсина, хотя геометрически, казалось бы (!), они должны 
быть одинаковы». Чудакъ больше вФриль «здравому смыслу», 
чЪмъ математическимь выкладкамъ, —которыя, къ слову ‘сказать, 
онъ продфлаль безукоризненно. Оно, пожалуй, и понятно: трудно 
найти болЪфе разительный примфръ геометрическаго парадокса 
< (не софизма, а именно парадокса, ‚ т. е. неправдоподобной съ 
виду истины), чЪмъ эта задача о ЗемлЪ и апельсинЪ. 





Обманы зря, 


Кажущееся вращен!е. 


Явленге, о которомъ мы сейчасъ будемъ товорить, было впер- 
вые подмфчено Сильванусомъ Томпсономъ, профессоромъ уни- 
верситетской коллеги въ Бристол5 Почтенный ученый пола- 
галъ, что это явлене не можеть быть объяснено способностью 
человЪческаго глаза сохранять воспринятыя зрительныя виеча- 
тлЪвшя. Онъ думалъ, что изучене подобныхъ явленйй можетъ по- 
вести къ открытйо новыхъ свойствъ глаза. Между тБмъ въ< Жур-. 
налЪ Элементарной Математики» за 1385 г. есть весьма удачное 
объясненте этого явлешя С. Шостака, въ основЪ котораго лежитъ 
именно способность глаза сохранять зрительныя впечатлфня. 

Приводимъ описане явленя и его объяснешя г. Шоста- 
комъ для примЪра, какъ можно (и даже по возможности всегда 
нужно) пользоваться математическимъ анализомъ при разсмотрЪ- 
ни различныхъ встрёчающихся намъ явленйй. 

Возьмемъ прилагаемую здЪсь фигуру 13-ю, которую каждый 
желающий можеть нарисовать и ‘самъ, для удобства наблюдений, 
на отдфльномъ листкф. 

Если листку бумаги (или книг) съ предложенной 
фигурой сообщить незначительное круговое движение 
въ плоскости фигуры, то каждый изъ шести кружковъ. 
будетъ казаться вращающимся около своего центра въ. 
сторону движеня фигуры и съ такою же скоростью, 
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т. е. будетъ казаться, что каждый кругъ описываетъ 
полный оборотъ въ то же время и въ томъ же направле- 
ни, какъ и бумага или книга, гдЪ онъ нарисованъ. 

Замфтимъ здЪеь же, что то же самое явлене можно наблю- 
дать и въ томъ случаЪ, если вмЪето шести кружковъ, какъ на 





Фиг. 183. 


фиг. 13, возьмемъ только одинъ, составленный изъ концентри- 
ческихъ окружностей. 

Объяснене явлен!я. Если взять чертежъ, данный на слф- 
дующей фиг. 14-й, и сообщить ему быстрое движене взадъ и 
впередъ, какъ показываетъь стрЪлки а, читатель замЪтитъ, что 


<=— д 
— 
Е 
БЕЗИЗДЕТАЕ ЛЕНИ АЕ ИЕ" ЕКЕРЕКИ ТР ВАРЕЕТАСРАСАГ ЗЕЕ: МРСК ВЕНЫ. 
ЕАМ ТОВАР ЛОБОК БЫТ ТВИК КТР ВЕЕЗИКОЧ АУ МЕНЯ СЕН 
БЕЕЕКАКАИ ЗЕ ВЕНААИТИИИИУЗЕЕ ХАНСА ТУК ЕТСЯ | 
Фиг. 14. 


рисунокъ потеряеть свою отчетливость и сдЪфлается какъ бы 
туманнымъ. Это зависить оттого, что черныя полосы зани- 
мають мЪсто бфлыхъ и бЪфлыя— черныхъ, такъ что получается 
какъ бы смЪшене чернаго цвЪта съ бЪлымъ, велЪдстве чего 
является сфрый тонъ. Если тому же рисунку сообщить движе- 
н!е взадъ и впередъ по направлевню стрЪлокъ 6, то черный 
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цвфть не будеть занимать мфста бЪлаго и Офлый—чернаго, по- 
этому рисунокъ не долженъ будетъ терять свою отчетливость, 
что и подтверждается опытомъ. Если мы дадимъ рисунку дви- 
жеше по направленю среднему между двумя названными, то 
фигура также потеряеть свою отчетливость, и тфмъ болЪе, чЪмъ 
направлене движеня будетъ ближе подходить къ направлентю, 
указанному стрЪфлками а. Изъ этого заключаемъ, что б%лый 
цвфть остается чисто бфлымъ только въ томъ случа, когда 
движен!е происходитъ параллельно направлен!ю полосокъ, 
Вообразимъ теперь, что мы сообщаемъ фигурЪ не круговое 
движенше, а по направлению сторонъ 
шестиугольника 123456 (фиг. 15), такъ 
что каждый кружокъ движется сначала 
по направлентю отъ 1 къ 2, потомъ оть 
2 кь 3, оть 3 кь 4 ит. д. Раземотримъ 
тоть перюдъ, когда движене происхо- 
дить параллельно лини 1—2, и прове- 
демъ дламетрь АВ, перпендикулярный 
къ 1—2. Части концентрическихъ кру- 
говъ, заключаюцияся въ узкой полоскЪ 8 
вдоль АВ, можно считать перпендику- 
лярными къ АВ и, слЪдовательно, па- 








раллельными къ 1—2, т.е. параллель- 6 + 
ными къ лини движеня, а велЪдстве :. 
этого, на основаны сказаннаго выше, Фив. 15. 


бфлыя части этой полоски останутся 0Ъ- 

лыми, а на кружкЪ обозначится, поэтому, свЪтлый дтаметръь по 
направленю АБ’ (д!аметръ будеть казаться узкимъ по середин% 
и широкимъ по концамъ). Остальная часть кружка будеть 00- 
лЪе или менфе туманною, такъ какъ друмя части концентри- 
ческихъ круговъ будуть двигалься по направлен!ю не параллель- 
ному лини движешя 1—2, а подъ угломъ къ ней. Обралимся 
теперь ко второму перюду, т. е. къ тому времени, когда дви- 
жене происходить параллельно лиши 2—8. Проведемъ да- 
метрь СР перпендикулярно къ направленшю линш движения, 
т. е. перпендикулярно къ лини 2—3. Мы доказали, что въ 
первый перюодъ движеня на кружкЗ долженъ обозначиться 
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свфтлый д!аметрь по направленю АБ. Подобно же можно до- 
казать, что во второй перюдъ движеня этимъ свфтлымъ да- 
метромъ будеть уже не АВ, а СО. Вь трей перюдъ свфтлый 
дламетръь будеть направлень по ЁЁ (предполагая, что ЕЕ 
перпендикулярна къ лини 3—4). Въ четвертый перюдъ опять 
по АВ (такъ какь 4—5 параллельна 1—2) ит. д., т. е. свЪт- 
лый дламетръ, по мЪрЪ изм$нентя направленя движешя, будетъ, 
такъ сказаль, перескакивать изъ АВ въ СО, изъ ОБ въ ЕЁ 
и т. д. Если мы вмЪето того, чтобы заставлять двигаться фи- 
гуру по направленмямъ сторонъ шестиугольника, заставимъ ее 
двигаться по сторонамъ двфнадцатиугольника, то получимъ не 
три, а шесть свфтлыхъ д1аметровъ и т. д.; словомъ съ увели- 
ченемъ числа сторонъ и, слФдовательно, съ приближенемъ къ 
окружности, число свЪтлыхъ дламетровъ будеть увеличиваться, 
скачки будуть становиться все меньше и меньше, и когда 
центръ, вмфето многоугольника, станетъ описывать окружность, 
намъ будетъ казаться, что св$тлый д1аметръ плавно вращается 
вокругъь центра кружка. Слфдовательно, при нашемъ опытЪ 
дЪйствительно существуеть вращене, но не кружка, а свЪт- 
лаго дламетра; и это вращеше глазомъ приписывается кружку. 

Все сказанное выше объ одномъ кружкЪ относится и къ 
остальнымъ. А потому намъ будеть казаться, что каждый изъ 
нихъ самостоятельно вращается около своего центра. 


Ниже слфдуеть еще нЪсколько интересныхъ примфровъ ил- 
люзй зрфийя, толковашемъ которыхъ мы предлагали бы чита- 
телю заняться самому. 


Задача, 18-я. 
Какая линя длинБе? 


Взглянувъ на прилагаемый здЪсь чертежъ (фиг. 16), 
скажите, какая лишя длиннЪе: АХ или АУ? 


х с 3% 


Фиг. 16. 


Разъяснен!е. 


Можно утверждать навфрняка, что каждый, взглянувъ на 
чертежъ, скажетъ, что дтагональ АХ несомнфнно, молъ, длин- 
нфе АУ. Но стоить вамъ смфрить ихъ хотя бумажкой,—и вы, 
къ изумлен!ю, убфдитесь, что онф равны! Сообразивъ, можно 
это сказать и безь примфрки: если изъ точки А провести пер- 
пендикулярную линйо къ ХУ, то станеть ясно, что перпенди- 
куляръ раздфлить ее пополамъ, а вслфдетвые равенства про- 
экцИй, наклонныя АХ и АУ должны быть между собою равны. 

Чфмъ же объяснить такой странный обманъ зрЪня? Воз- 
можно разсуждать такъ: если бы наше сознане воспринимало 
вещи такими, каковы онф на самомъ дЪфлЪ, ничего къ нимъ не 
присочиняя,—то подобныхъ иллюзй не могло бы быть. Но въ 
томъ-то и дфло, что мы незамфтно для самихъ себя разсужда- 
емъ, воспринимая впечатлзшя внфшняго м!ра. Эти-то «под- 
сознательныя» разсуждентя и являются причиной подобныхъ опти- 
ческихъ обмановъ. 

Такъ какъ этоть процессъь разсужденмя совершается без- 
сознательно для насъ, то довольно трудно бываетъь съ досто- 
вфрностью его возстановить: приходится строить лишь болЪе 
или мене правдоподобныя догадки. Въ данномъ случаЪ, на- 
примЪръ, мы безсознательно, или, лучше сказать, «подсозна- 
тельно», разсуждаемъ, по всей вЪроятности, такъ: «Передъ нами 
два параллелограмма—длинный и коротюй. Яеное дЪфло, что 
у длиннаго параллелограмма д!таганали должны быть длинн®е, 
чЧ$мь у короткаго». 

Впрочемъ, предлагаемъ желающему дать болфе удачное 


объясненте. Е А Е 
Воть еще подобный же 

примЪръ. 
Не правда ли, что = ` 


на фигур 17-й лишя 
АВ кажется намъ длин- 


Е : С? 
не лини АС: Фиг. 17. 
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Въ дЪйствительности же онЪ строго равны между собой. 


Точно также: 


Кажется совершенно невЪфроятнымъ, чтобы точки 
Аи С (фиг. 18-й) одинаково отстояли отъ точки В. 


< > 


Фиг. 18. 


А между тфмъ это такъ! Разстояне скрадывается ‘здЪеь 
наклономъ лиЙ и ихь толщиной. 


Задача 14-я. 


ДвЪ пары дугъ. 


На фиг. 19 изобра- 
жены двБ пары. круго- 
выхъ дугъ. Если продол- 
жить лЪвыя дуги, то встрЪ- 
тятъ ли онЪ оконечности 
правыхъ? 

На взглядъ это кажется 
невозможнымь; а между тТЬмъ 
возьмите въ руки циркуль и 
радтусами окружностей, ко- 


торые на ФфигурЪ указаны, 


продолжите эти дуги. Вы 
убЪдитесь, что продолженя 
лЪвыхъ дугъ точно встрфтятъ 
концы правыхъ. Это тоже 
весьма интересный обманъ 





Фиг. 19. 


зрЪня, оть котораго мы никакъ не можемъ отдфлаться, смотря 


на рисунокъ. 
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Задача 15-я. 
Какъ написано слово? 


Прилагаемая и слфдлующая фигуры (фиг. 20 и 21) дають 
едва ли не самые интересные образчики зрительныхь иллю- 
зш. На фиг. 20-й вы видите написанное английское слово 
ШЕЕ (жизнь), при чемъ вамъ до очевидности ясно, что 
буквы рЪзко наклонены 
въ разныя стороны. Но, 
приложивъ линейку, вы 
можете убЪдиться, что 
эти буквы поставле- 
ны совершенно прямо и 
только начерчены мел- 
кими наклонными штри- 
хами. Фиг. 20, 





Задача 16-я. 
Какая кривая? 


На фигур 21-й изображены концентрическя окруж- 
ности, а вовсе не спираль, или рядъ спиралей, какъ ка- 
жется на взглядъ. 





Фиг. 21. 
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. 


Въ этомъ легко убЪдиться. Поставьте карандашь на одну ` 
изъ дугъ и ведите его по ней. Противь ожиданйя, вы будете 
кружиться въ замкнутомъ круг, а вовее не приближаться къ 
центру или удаляться къ краю, какъ должно быть, если бы на 
чертеж была изображена спираль. СЪтчатый фонъ, на кото- 
ромъ начерчены 06 послфднйя фигуры, много способствуеть 
усилению этихъ эффектныхъ иллюзий. 

Еще н$которые рисунки и подробности по предмету, раз- 
сматриваемому въ этой главЪ, читатель найдетъ въ 3-й книгЪ 
«Въ Царств$ Смекалки». 








Задачи И развлечен!я 0 спичками, 


Въ первой книгв настоящаго опыта математической’ хресто- 
мати мы уже указали на нЪкоторыя простфйпия математиче- 
свя задачи и игры с0 спичками. Приводимь здфсь еще нф- 
сколько простыхъ и интересныхь задачь и развлечешй этого 
рода, при чемъ считаемъ нужнымъ обратить вниман!е читателя 
на небольшую книжечку Софуса Тромгольда «Игры со спич- 
ками», довольно полно и всесторонне исчерпывающую предметъ 
Книжечка эта имЪется въ русскомъ переводЪ, въ прекрасномъ из- 
дани одесскаго книгоиздательства «Ма \ез!$», и стоить всего 
полтинникъ. Обыкновенная коробка шведекихь спичекъ есть 
незам$нимое по своей доступности и дешевизн® пособе, кото- 
рое дфтямъ, учащимся и взрослымъ можеть помочь провести 
досуги не только весело, но и съ пользой. Объ этомъ слдо- 
вало бы постоянно помнить. Начнемъ съ незамысловатыхъ за- 
дачь на переложене спичекъ. 


Задача, 17-я. 


Этотъ домъ составленъ изъ 10 спичекъ. ( т 
Требуется повернуть его къ намъ другой | 
стороной, передвинувъ только 2 спички. Фиг. 92. 


Ршенте. 


ДЛ 


| Отв$ть ясенъ изъ фиг. 23-й, которая получается 
ее изъ предыдущей, если ВЪ «крышВ» дома (фиг. 22) 
Фиг..23. пропустить одну спичку и приподнять другую. 
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Задача, 18-я. 


ВЪсы составлены изъ 9 спичекъ и не находятся въ 
состояни равновЪа1я (фиг. 24). Требуется переложить въ 
нихъ 5 спичекъ такъ, чтобы вЪсы были въ равновЪаи. 


Ръшен!е. 
Дается фиг. 25-0й. 


. 


Задача, 19-я. 
Этотъ греческий храмъ (фиг. 26) построенъ изъ 


тт спичекъ. Требуется переложить 4 спички такъ, 
чтобы получилось тт квадратовъ. 


Ръшене. 
См. фиг. 27-ю. 


Задача, 20-я. 


; 


Въ памятникЪ, составленномъ изъ 12-ти спичекъ 
(фиг. 28) требуется переложить 5 спичекъ такъ, чтобы 
получилось 3 квадрата. 


Ръшене 
ясно изъ. фиг. 29. 


Задача, 21-я. 


ЛвЪ рюмки (фиг. 30) составлены изъ десяти спи- 
чекъ. Переложить въ нихъ 6 спичекъ такъ, чтобы по- 
лучился домъ. : 

Ръшеше. 

См. фиг. 81. 

Задача 22-я. 


Флюгеръ (фиг. 32) составленъ изъ 10 спичекъ. Пе- 
реложить 4 спички такъ, чтобы получился домъ. 
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п: 





Фиг. 24. Фиг. 26. Фиг. 27. 
2 
$ Дик 
ое РИ = 3, : | 
ия. | ИР | 
-- —(— | 
Фиг. 28. Фиг. 29. Фиг. 80. Фиг. 81. Фиг. 32. 
Ршенуе. 
См. фиг. 38. 


Задача 23-я. 


Вотъ фонарь (фиг. 34) и вотъ топоръ (фиг. 35). 
Каждый изъ нихъ составленъ изъ 9 спичекъ. Перело- 
жить въ фонар$ 6 спичекъ и получить четыре рав- 
ныхъ треугольника, составляющихъ въ свою очередь 
четыреугольникъ. Переложить въ топор$ 4 спички 
такъ, чтобы получилось 3 равныхъ треугольника. 


ух | 
| К чрохх 
я а Р 
О [> 

Фиг. 38. Фиг, 84. Фиг. 85. Фиг. 86. Фиг. 37. Фиг. 88. 


Рфшенте. 


Изъ фонаря получается фиг. 56-я. 
Изъ топора получается фиг. 37-я. 


Задача, 24-я. 


Въ этой лампЪ, составленной изъ 12 спичекъ (фиг. 38), 


переложить 3 спички такъ, чтобы получить 5 равныхЪ 
‘треугольниковъ. 
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Ръшение. . 
См. фиг. 39. 


Задача 25-я. 
Изъ 10 спичекъ сд$ланъ ключъ (фиг. 40). Перело- 


жить въ немъ 4 спички такъ, чтобы получилось 3 ква- 
драта. 





Ръшен!е. 
См. фиг. 41. 
ИА 
м г 
[М 4 
и [1 | р 
й о ро [1 7 
7 Е 
Фпг. 89. Фиг. 40. Фиг. 41. Фиг. 42. 


Задача, 26-я. 


У звБзды, составленной изъ 12 спичекъ (фиг. 42): 
а) переложить 4 спички такъ, чтобы получился четырех- 
конечный крестъ. Ь) Въ полученномъ крестЪ переложить 
8 спичекъ такъ, чтобы получить крестъ, состояпий 
изъ 4 крестовъ. с) Въ этомъ послфднемъ крестБ пе- 
реложить 8 спичекъ такъ, чтобы получилось 4 ква- 
драта. 4) Наконецъ, переложить 8 спичекъ такъ, чтобы 
получилась мельница. 


о 
У 


Фиг. 48. 
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Рфшен!е. 


Вс требуемыя рЪшешя означены соотвфтствующими бу- 
квами а, 9, си 4 на фиг. 43-ей. 


Задача 27-я. 
Дфлежъ сада. 


Изгородь квадратнаго сада составлена 16 спичками 
(фиг. 44). Въ ней находится домъ, представленный ква- 
дратомъ изъ 4-хъ спичекъ. Требуется раздЪлить садъ 
(безъ дома) между 5-ю наслдниками, при помощи 
то-ти спичекъ, такъ, чтобы каждый получилъ части 
одинаковыя по величинЪ и по формфЪ. 


Фиг. 44. Фиг. 45. Фиг. 46. Фиг. 47. 


Ръшен!е. 

См. фиг. 45-ю. 

Предложенную задачу можно видоизмЪнить и такъ: 

4 брата получили отъ дяди въ наслЪфдство садъ 
(обнесенный 16 спичками), въ которомъ находится 
12 плодовыхъ деревьевь (чБмъ-либо обозначенныхъ), 
расположенныхъ, какъ указано на рисункЪ. Требуется 
12 спичками раздфлить садъ на 4 равныя части одинако- 
вой формы, содержания по равному числу деревьевъ. 

Рушене ея дается фиг. 47-0й. 


Задача 28-я. 
Сообразите-ка! 


56 89 


1934567 Кладутъ произвольное, 
| | | | | | | | | | | | | | | | | | неочень малое, количество 


спичекъ въ рядъ, надписываютЪ надъ 9 спичками, слЪ- 
ВЪ ЦАРСТВ СМЕКАЛКИ. 4 


` 150 


дующими другъ за другомъ, числа отъ т до 9 и про- 
сятъ кого-нибудь изъ присутствующихъ замфтить одно 
изъ этихъ 9 чиселъ. Взявъ въ умБ какое-нибудь не осо- 
бенно малое число (напримЪръ, 23), считаютъ про себя 
отъ 9 далЪфе вправо: 10, тт, 12 и т. д. ДО 23; если 
рядъ оканчивается, продолжаютъ счетъ, переходя къ 
началу ряда (у насъ придется считать до спички, помЪ- 
ченной 4). Зат$мъ вы говорите партнеру, замБтившему 
число: «Считайте отъ своего числа послфдовательно по 
спичкамъ до 23, переходя къ началу ряда, если не хва- 
титъ спичекъ. Когда вы скажете 23, то укажете на 
спичку № 4. 

Подумайте немного, и вы убЪдитесь, что такъ оно и должно 
быть! Эта трудная на первый взглядъ для иныхъ задача очень 
легкая. 

Задача 29-я. 
Разстановка часовыхъ. 

Вдоль стБиъ квадратнаго бастюна требовалось по- 
ставить 12 часовыхъ. Полковникъ расмфстилъ ихъ, 
какъ указано на рисункЪ (фиг. 48), по 4 съ каждой 
стороны. Зат$мь пришелъ комендантъ и, недовольный 

|| | разм5щенемъ часовыхъ, распорядился разста- 
вить солдатъ такъ, чтобы съ каждой сто- 

|| | роны было по 5. ВслБдь за комендантомъ 
Фиг, 48. пришелъ генералъ, разсердился на коменданта 
за его распоряжене и размЪстилъ солдать по 6 чело- 
вЪкъ съ каждой стороны. Каково было размфщетше въ 
двухъ посл$днихъ случаяхъ? 


Ръшен:е. 
Р»шене даются размфщенями @ и 6 на фиг. 49. 


[2 Ь 


Е аы ИЕН 
ны, АР 


Фиг. 49. 
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Задача 30-я. 
Хитрецы. 


Въ корчмЪ стояло четыре стола, образуя четыре- 
угольникъ. Проголодавипеся, возвращавициеся съ манев- 
ровъ, солдаты остановились тамъ въ числЪ 21 чело- 
‚ вЪка пообЪдать и пригласили къ обЪфду хозяина. Раз- 
сЪлись всЪ такъ: за тремя изъ столовъ сЪли солдаты— 
по 7 за каждый‘ столъ (фиг. 50), а за ' 
четвертымъ столомъ сБлъ хозяинъ. Сол- 
даты уговорились съ хозяиномъ, что 
платить по счету будетъ тотъ, кто оста- 
нется послЪднимъ при слфдующемъ усло- 
вши: считая въ круговую (по часовой 
стр$лкЪ) всЪхъ, въ томъ числЪ и хозяина, освобождать 
каждаго седьмого. Каждый освобожденный уходилъ 
изъ корчмы, и послБднимъ остался самъ хозяинъ. Съ 
кого начали счетъ? 

Съ кого нужно было бы начать, если бы солдатъ 
было только по 4 за каждымъ изъ трехъ столовъ? 


ЕЕНВ 


НЕЕ 


РЕЕРЕНЯ 
Фиг, 50. 


Рфшен:е. 


Надо начинать счеть съ 6-го солдата, сидящаго по лфвую 
руку оть хозяина. Во второмъ же случаз—сь 5-го изъ солдать 
направо оть хозяина. 


Задача 31-я. 


Предложите кому-либо взять въ каждую руку по 
равному какому угодно числу спичекъ (или какихъ- 
либо иныхъ предметовъ). Это число вамъ неизвЪстно. 
Предложите партнеру переложить изъ правой руки въ 
лЪвую то число предметовъ, которое вы ему скажете, 


(напр. число а). ЗатЪмъ, ничего не показывая и не го- 
4* 
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воря вамъ, пусть онъ отложитъ изъ лЪвой руки столько 
спичекъ, сколько у него осталось въ правой; и, нако- 
нецъ, опять-таки ничего вамъ не показывая, пусть от- 
ложитъ въ сторону всЪ спички изъ правой руки. Те- 
перь вы можете см$ло утверждать, что у вашего парт- 
нера осталось въ лЪвой рукЪ всего 24 спичекъ. 

Напримёръ: Пусть партнерь возьметь по 15 спичекь въ 
каждую руку. Вы требуете, чтобы въ лфвую руку изъ правой 
онъ переложилъ, напр., 10 спичекьъ (Значить, у него въ пра- 
вой осталось 5 сп., авъ лЪвой 25си.). ЗатЪмъ по вашему требо- 
ван онъ изъ лфвой перекладываеть въ правую столько спи- 
чекъ, сколько тамъ есть (т. е. въ правой у него станеть 
55—10 спич.), и всЪ эти спички откладываеть. Вы и «уга- 
дываете», что въ лЪвой рукЪ у него должно остаться 2 х 19 — 
20 спичекъ. 


Ръшенве. 


Общее рёшене и доказательство этой задачи можеть найти 
каждый. Пусть только онъ прослфдитъ, что въ сущности, дф- 
лается при послфдовательномъ перекладывани и откладывани 
спичекъ. Пусть у партнера въ рукахъ по # спичекъ, и вы пред- 
лагаете ему переложить изъ правой руки въ лЪвую а спичекъ. 

Получается: 

Г. Вь обЪихь рукахъь по # спичекъ. 

П. Вь лЪвой и а, въ правой я — а спичекъ. 

Ш. Въ лЪвой (п а)—(и — а) =2а спич., изъ правой же 
всЪ спички откладываются. Итакъ, всегда въ лВвой рукЪ полу- 
чится въ концф концовъ удвоенное число т$хъ спичекъ, кото- 
рыя вы предложили переложить въ первый разъ. 


Задача 32-я. 
ВБрная отгадка. 


Иванъ беретъ въ одну руку четное, а въ другую 
нечетное число спичекъ. Петръ предлагаетъ ему по- 
множить число спичекъ въ правой рук на нечетное 
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число, а число спичекъ въ лБвой рук на четное и 
сказать ему сумму полученныхъ произведешй. ВслБдъ 
затЪмъ онъ угадываетъ, въ какой рукЪ у Ивана чет- 
ное и въ какой нечетное число спичекъ. Какъ это онъ 
дЪлаетъ? 


Рфжшене. 


Если названная сумма— число четное, то у Ивана въ пра- 
вой рук$ четное число спичекъ и въ лЪвой — нечетное. Если 
же эта сумма — нечетнзя, то въ правой рукЪ нечетное число 
спичекъ. 

Доказательство относительно подобнаго рода задачъ см. въ 
первой книг$ настоящей Хрестомати— задача 94-я. 


Задача, 38-я. 


Собрать въ группы по 2. 


то спичекъ положены въ одинъ рядъ. Требуется 
распредБлить ихъ попарно, всего въ 5 паръ, перекла- 
дывая по одной спичкЪ черезъ двЪ (напримЪръ, № т 
переложить къ № 4 ит. д.). 


Ръшен1е. 
Можно перекладывать такъ: или: 
4 къ 1 7 къ 10 
ЖЕ 4 » 8 
безо бя 
биз Пе 
8 › 10 И, 
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Задача, 34-я. 
Собрать въ группы по 3. 


15 спичекъ лежатъ въ рялдъ: 
56 9 10 11 12 13 14 15 


1 за 8 


Требуется собрать ихъ въ 5 группъ (или кучекъ) 
по 3 спички въ каждой, при чемъ перекладывать спички 
по одной и каждый разъ перескакивать черезъ 3 спички. 


Ръфшен:е. 


Обозначимъ положенныя въ рядъ спички соотвЪтственно 
числами 1, 2, 3....., 15. Тогда задача рЪшается путемъ слФду- 
ющихъ 12-ти переложений: 


2 на 6 4 между 5иб 
| 1› 6 3$ › 6›6 
8». 12 1 » Би кб 
а [7 ты: ЕЕ 
9 › 5 14 » 11 
МОВНь В 15 » 1 
Задача, 35-я. 
Перем5щене лошадей. 
1 2 8 4 5 6 С} 8 9 


Въ конюшнЪ устроено 9 стойлъ въ рядъ. 5-ый но- 
меръ не занятъ: въ номерахъ т, 2, Зи 4 находятся 
черныя лошади (копЪйки), а въ 6, 7, 8 и 9 бЪлыя ло- 
шади (гривенники или иные предметы). Требуется пе- 
ревести бЪлыхъ лошадей въ т, 2, 3 и 4 номера, а чер- 
ныхъ въ 6, 7, 8 и 9на слБдующихъ условшяхъ: каждая 
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лошадь можетъ быть переводима въ ближайшее стойло 
или. сосЪднее съ нимъ, но не дальше; никакая лошадь 
не должна быть возвращаема въ прежнее стойло, и въ. 
каждомъ стойлЪ не можетъ быть больше одной лошади. 
Начинать съ бЪлой лошади. 


Рфшен:е. 


Задача рЪшается въ 24 хода слфдующими перемфщенями: 


6 въ 5 2 въ 4 4 въ 6 
а 526 Шо о Е 
зе». Е 3» 2 
И >. 3 Я 
В О а) 
Эт 97 бл 
6 » 8 5» 9 4 »› 6 
#116 6 › 8 5 


Задача 36-я. 


Поднять одной спичкой 15 спичекъ. 


Рфшенуе. 


Эта на первый взглядъ трудная задача рЪшается, однако, 
легко. Положимъ на столь спичку А (фиг. 51), а поперекъ этой 
спички положимъ затЪмъ вплотную одну около другой, попере- 
мфнно вправо и влЪво, 14 спичекъ, и именно такъ, чтобы ихъ 
головки выдавались на 1—1'/› сантиметра надъ А, въ то время 
какъ концы безъ головокъ опирались бы на столъ. Сверху, въ 





Фиг. 53. 
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углублеше, образуемое верхними частями спичекъ, кладуть за- 

_тфмъ 16-ю спичку параллельно А. Если поднять теперь по- 
слфднюю за конецъ, то къ нашему удивлению вмЪст® сь нею 
поднимутся и остальныя 15 спичекъ (фиг. 52). Для этого опыта 
удобнЪфе брать большия, толстыя четыреугольныя спички. 


Задача 37-я. 
Спичечный телеграфъ. 


Спичечный телеграфъ строится, какъ указано на рисункЪ 
‚ (фиг. 53). Можно, конечно, удлинить или укоротить его по же- 
ланто. Если нажать въ В, 10 А подпрыгнеть. 





Фиг. 58. Фиг. 54. 


Задача, 38-я. 
Легко или нЬтЪ? 


Въ заключеше этого небольшого отлфла задачъ со спичками 
предлагаемъ вамъ продфлаль уже не задачу, а маленькое физи- 
ческое, что ли, упражнене. 


-юъеая 


Вотъ положено на столЪБ 5 спичекъ, которыя пред- 
лагаемъ вамъ поднять двумя руками такъ: сперва спичку 
№ т двумя болышими пальцами; оставивъ ее между 
этими пальцами, поднять зат$мъ двумя указательными 
пальцами спичку № 2; оставляя эти двЪ спички между 
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пальцами, поднимите затЪмъь спички № 3 средними 
пальцами, спичку 4— безыменными и спичку $—-мизин- 
цами. У васъ должна получиться фиг. 54. 

Интересно знать, удастся ли это вамъ? Скоро ли и легко 
ли? А если не легко, то почему? Но если, въ концЪ концовъ, 
это вамъ удалось бы сдфлать, то попробуйте точно такъ же 
соотвфтствующими пальцами обфихъ рукъ поднять по 2, по 
3 спички. 








Лабиринты, 


Воть задача, происхожденте которой относится къ глубокой 
древности и теряется во мракЪ легендарныхъ сказанй. Древ- 
не,—да, пожалуй, многе и теперь, — задачу о лабиринтахъ счи- 
тали вообще неразрЪшимой. Человфкъ, попавпий въ лабиринть, 
не могъ уже изъ него выйти, если только какое-либо чудо или 
случай не приходили ему на помощь. 

Изъ настоящей главы мы, наоборотъ, увидимъ, что безвы- 
ходныхъ лабиринтовъ нЪть, что разобраться и найти выходъ 
изъ самаго запутаннаго лабиринта не составляетъ особаго труда. 
РЪшенш задачи мы предпосылаемъ нЪФкоторыя историчесвя 
справки о лабиринтахъ. Эти справки, помимо общаго ‘ихъ инте- 
реса, докажутъ намъ, съ одной стороны, насколько интересова- 
лись этой задачей, а съ другой,— дадуть наглядное представле- 
не посредствомъ рисунковъ о существовавшихъь и существую- 
щихъ лабиринтахъ. 

Слово «лабиринтъ», по мнЪфн!о иныхъ, есть греческая пе- 
редЪфлка [сгипетскаго слова и въ перевод означаеть ходы въ под- 
земельяхъ. Существуеть, дЪйствительно, очень болышое количе- 
ство природныхъ подземныхъ пещеръ съ такимъ огромнымъ ко- 
личествомъ по всфмъ направленямъ перекрещивающихся кори- 
доровъ, закоулковъ и тупиковъ, что нетрудно въ нихъ заблудиться, 
потеряться и, не найдя выхода, умереть оть голода и жажды. 

Примфры такого же рода, но уже искусственныхъ лабирин- 
товъ могуть представить шахты иныхъ рудниковъ или такъ на- 
‚вываемыя катакомбы. 
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ВъЪроятнЪе всего, что подобныя подземелья возбудили у строи- 
телей еще древнфйшихъ временъ охоту подражать имъ искус- 
ственными сооружешями. И у древнихъ писателей мы встр?- 
чаемъ указаше на существоваше искусственныхъ лабиринтовъ, 
напр., у египтянъ. Въ концф концовъ, словомъ лабиринтъ чаще 
всего обозначалось именно искусственное чрезвычайно сложное 
сооруженте, составленное изъ очень большого числа аллей или 
галлерей, безчисленныя развЪтвлен!я, перекрестки и тупики кото- 
рыхъ заставляли попавшаго туда безконечно блуждать въ лаби- 
ринт$ въ тщетныхъ поискахъ выхода. Объ устройствЪ такихъ 
лабиринтовъ слагались цфлыя легенды. 

ИзвЪстнЪе всего разсказъ о лабиринтЪ, построенномъ миеи- 
ческимъ Дедаломъ на островф КритЪ для миеическаго же царя 
Миноса. Въ центрЪ лабиринта жило чудовище Минотавръ, и 
никто изъ попавшихъ туда не могъ выйти обратно, дЪлаясь, въ 
конц концовъ, жертвой чудовища. Семь юношей и семь дЪву- 
шекъ приносили аеиняве въ дань ежегодно чудовищу, которое пре- 
исправно ихь пожирало. Наконець, Тезей не только убиль Ми- 
нотавра, но и вышель изъ лабиринта, не заблудившись въ немъ, 
при помощи, впрочемъ, нити клубка царевны Артадны. Съ-той 
поры слова «нить Арадны» имфютьъ символическое значеше, 
какъ способъ, даюцйй выходъ изъ самаго затруднительнаго по- 
ложения. 

Лабиринты бывають самой разнообразной формы и устрой- 
ства. До нашихъ дней сохранились еще и запутанно-сложные 
галлереи, и ходы пещерь, и архитектурные лабиринты надъ мо- 
гилами, и извилистые планы на стфнахъ или полахъ, обозна- 
ченные цвфтнымъ мраморомъ или черепицей, и извиваюцияся 
тропинки на почв, и рельефныя извилины въ скалахъ. 

Рисунками лабиринтовъ украшались одфян!я хрисманскихъ 
императоровъ до девятаго столфийя, а остатки такихъ же укра- 
шен!й сохранились до сихъ поръ на стфнахъ церквей и собо- 
ровъ того времени. ВЪроятно, эти украшешя служили символомъ 
сложности жизненнаго пути и человфческихъ заблуждений. Осо- 
бенно употребительны были лабиринты въ первой половин дв*- 
надцаго столфтя. 
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На фиг. 55-й здЪеь приведено изображеше одного изъ лаби- 
ринтовъ того времени во Францш, въ церкви святого Квентина. 
Лабиринть этоть выложенъ изъ камня на полу посреди церкви, 
и даметрь его равняется тридцати четыремъ съ половиной фу- 
тамъ. Путь къ центру здЪсь есть сама лин1я. Если вести каран- 
дашомъ по лин!и отъ точки А (не обращая вниманйя на внфшнюю 
окружающую лабиринтъ линНо), то вы придете къ центру по длин- 
ной извилистой дорог черезъ всю внутреннюю площадь, но сомн®- 
шя относительно выбора пути у васъ быть не можеть. Въ подоб- 
ныхъ случаяхъ эти древые духовные лабиринты отличаются во- 





А 
Фиг. 55. Фиг. 56. 


обще не головоломнымъ, а просто продолжительнымъ извилистымъ 
путемъ, который держить васъ все время внутри лабиринта. 

Въ церкви аббатства св. Бертина во Франщи есть еще бо- 
ле любопытное изображенте подобнаго рода на полу, предста- 
вляющее въ центрЪ Терусалимеый храмъ, съ остановками для 
пилигримовъ. Этоть лабиринтъ дфйствительно посфщался пили- 
гримами взамфнъ путешествя по 0бфту въ Святыя Мста. 
Пройти ползкомъ весь путь лабиринта назначалось также вмф- 
сто эпитим!и. 

Лабиринть въ Шартрекомъ собор, изображене котораго 
дано фиг. 56, сорока футовъ въ поперечник$, также посфщался 
кающимися, и они совершали на колфнахъ его сложный и длин- 
ный путь, выполняя наложенную на нихъ эпитим!ю или обЪтъ. 


Подобнаго же рода лаби- 
ринтъ, но гораздо меньшихъ 
размЪровь, помфщаюцийся 


Фиг 57. Фиг. 58. 


всего на одной плит$ пола, есть въ каоедральномъ соборЪ въ 
ЛуккЪ (фиг. 57). Въ натуральную величину онъ имЪетъ 19'/> 
дюймовъ въ поперечникЪ. 

Друме подобные лабиринты были и, можеть быть, существу- 
ють до сихъ поръ въ аббатствВ Туссарта въ ШалонЪ-на-МарнЪ, 
во многихъ древнихъ соборахъ и церквахъ въ АхенЪ, въ РимЪ, 
въ РавеннЪ и во многихъь другихъ м%стахъ. Лабиринты въ 
церквахъ большею частию 
назывались «пути въ Геру- 
салимъ» и служили симво- ж. 
ломъ труднаго земного пу- ‚Хх 
тешествя въ Святыя Мста, 
наградой за которое яв- 
` ляется небесная благодалъ, 
поэтому центръ лабиринта 
часто называли «Небомъ». 

Вь Англи не встрЪфча- 
ются лабиринты на церков- 
номъ полу, но за то было 
очень много лабиринтовъ, 
сдфланныхъ изъ дерна на Фиг. 59. 





лужайкахъ. Они носили 
различныя назван1я: < Го- 
родъ Троя», «СлЪды па- 
стуха> и т. п. Болыпин- 
ство изъ нихъ находится 
вблизи церквей или на 
кладбищахъ, что указы- 
ваеть тоже на ихь ду- 
ховное происхождеше. 9 
такихъ лабиринтахъ упо- 
минаеть Шекспиръ въ 
своихъ пьесахъ< Сонъ въ 
лЪтнюю ночь> и «Буря». 
Образцы подобныхъ 
Фиг. 60. «дерновыхъ» лабирин- 

товъ приведены здЪсь на 

фиг. 58 и фиг. 59. Изъ нихъ первый (фиг. 58) въ графствЪ 
Эссексъ имфль 110 футовь въ даметрЪ, а второй (фиг. 59) 
въ Ноттингеймширв 51 футь въ дмаметрЪ съ линей пути въ 
535 ярдовъ длины (Лин извилистыхъь путей обоихь этихъ 
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лабиринтовъ ясно видны на чертеж»). Оба эти лабиринта были 
взрыты плугомъ и уничтожены въ 1797 году. Для полноты и 
разнообразия возьмемъ еще образецъ итальянскаго лабиринта 16 
столЪмя (фиг. 60), лабиринть, взятый изъ, книги англйскаго 
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писателя 1706 года (фиг. 61) 
и, наконецъ, датсый лабиринть 
тфхь же временъ (фиг. 62). 

ВсЪ вышеприведенные лаби- 
ринты имЪють болфе историче- 
сый, чЬмь математичесяй ин- 
тересъ. Распутать ихъ не трудно. | —— 
Но посл$ Реформащи фигуры 
эти потеряли свое символическое 
значене и сдЪфлались мало-по- 
малу предметомъ развлечения. Фиг. 62. 
Лабиринты переходять въ сады, 
цвфтники и парки, гдф путемъ проведеня прихотливо извиваю- 
щихся, то пересекающихся, то внезапно прегражденныхъ, или 
заканчивающихся тупикомъ дорожекъ получались самыя запу- 
танныя и головоломныя фигуры, въ которыхъ, дЪйствительно, 
нелегко было найти дорогу отъ края къ центру, и гдЪ трудно 
было не заблудиться. Изъь такихъ затЪйливыхъ садовъ если не 
самый головоломный для рЪшен!я, то наиболЪе извЪетный былъ 
лабиринтъь одного изъ дворцовыхъ садовъ англИйскаго. короля 
Вильгельма Ш. Воть что можно прочесть о немъ въ Епеу- 
с1ораеёа ВгЦалиса подъ словомъ «Гафуги», съ соотвЪтетвую- 
щимъ рисункомъ (фиг. 63): 





Фиг. 65. 


«Лабиринть въ садахъ дворца Хэмитонъ - коурть считается 
однимъ изъ самыхъ красивыхъ вь Англш. Онъ былъ устроенъ 
въ первую половину царствования Вильгельма Ш, хотя нЪко- 
торые предполагаютъ, что онъ существовалъ тамъ со времени 
Генриха УШ. Въ саду переплетается цфлая система аллей и 
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изгородей, и онъ быль, какъ говорятъ, обсаженъ грабами, кото- 
рые потомъ были уничтожены и замфнены остролистниками, тисами 
и др. растешями. Аллеи были около полмили длиной, а весь 
онъ занималъ пространство около четверти акра. Въ центрЪ 
находились два большихьъ дерева со скамейками около нихъ». 








Фиг. 64. 


Слособъ пройти къ этому центру и выйти изъ сада состоялъ 
въ томъ, чтобы, вступивъ въ лабиринтъ, съ перваго же шага 
и до конца касалься изгороди правой рукой. Пройденный такимъ 
образомъ путь обозначенъ у насъ линтей, состоящей изъ точекъ, 


на фиг. 64. 
Слфдующий лабиринть (фиг.. 65) во 
владфняхъ маркиза Солебери (Наёийеа я 


Фиг. 65. Фиг. 66. 








Ноизе) хоть и сложнЪе предыдущаго, но довольно легко рзшается 
на бумагЪ. Другое дфло получится, если мы вздумали бы обойти 
его въ дЪйствительности, не им$я плана, или не руковоцствуясь 
извЪстной системой. Лабиринтъ, представленный здЪфсь на фиг. 
66, былъ устроенъ  королевекимъ обществомъь садоводства въ 
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южномъ ВессингтонЪ (Англия) и нынЪ не существуеть. Онъ очень 
простъ, хотя и имфеть три входа, изъ которыхъ обозначенный 
буквой 4 ведетъ почти прямо къ центру. 

Воть еще образець (фиг. 67) нЪмецкаго лабиринта — изящ- 
наго, но въ сущности незамысловатаго, и, наконецъ, на фиг. 
68 представлень интересный 
образчикь лабиринта въ граф- 
ств Дорсеть. Онъ состояль изъ 
грядъ холмиковъ (около фута вы- 
соты) и занималъ около акра ило- 
щади земли. Въ 1730 году ла- 
биринть этоть быль запаханъ, 
и земля, очевидно, была обра- 
щена на болфе производитель- Фиг. 67. 
ный предметь. 

Приведенныхъ образцовъ лабиринтовь и историческихъ спра- 
вокъ, полагаемъ, достаточно, чтобы доказать, насколько старъ 
вопросъ о лабиринтахь и вмфст® съ тфмъ, насколько многихъ 

онъ интересоваль въ 

свое время. Люди изо- 

шрялись въ изобрЪтени 

амыхъ замысловатыхъ 

и <безвыходныхъ» лаби- 

ринтовъ. Но, въ самомъ 

дфлЪ, возможно ли по= 

строить или даже начер- 

тить безвыходный ла- 

/.2 биринть?— т.е. такой, въ 

которомъ найти путь къ 

“\ его «центру» и найти 

отсюда обратный выходъ 

было бы только дЪломъЪ 

удачи, случая, счастья, 

а не совершенно опредЪленнаго и правильнаго математическаго 

расчета? Съ этой послфдней точки зрфн!я вопросъ прюбрЪтаеть 

не только теоретическй, но и большой практичесый интересъ. 

Въ сущности, устройство нашихъ городовъ, сфтей желЪзныхъ 
ВЪ ЦАРСТВЪ СМЕКАЛКИ, 5 





Фиг. 68. 
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дорогь, каналовъ рЪкъ, телеграфовъ и т. д.—все это болфе или 
мене сложные лабиринты. И если взглянуть на дфло еъ этой 
стороны, то задача о распутыванши любого лабиринта можеть 
считаться не однимъ только «развлеченемъ»... 

Итакъ, представляется вопросъ: есть ли безвыходные лаби- 
ринты, или въ каждомъ лабиринтВ, руководясь общими извЪет- 
ными правилами, можно разобраться, свободно войти въ него, 
посфтить любую данную въ немъ точку (еели она, конечно, не 
вполнф отдфлена оть всей системы непроходимой стЪной) и за- 
тЪмь выйти обратно? 

РазрЪшенте этого вопроса принадлежить сравнительно позд- 
нЪйшему времени, и начало ему положено знаменитымь Эй- 
леромъ. Результаты произведенныхь въ этомъ отношении изы- 
скай привели къ заключенио, что 


Н$Бтъ безвыходных лабиринтовъ. 


РазрЪшене каждаго лабиринта можеть быть найдено и при- 
томъ сравнительно простымъ путемъ. Внимательный читатель, 
преодол$виий нижесл$дуюцщия главы, самъ сейчасъ убЪфдится 
ВЪ ЭТомъ. 


Геометрическая постановка задачи о лабиринтахъ. 


Аллеи, дорожки, коридоры, галлереи, шахты и т. п. ла- 
биринта, какъ знаемъ, тянутся, изгибаясь во всЪ стороны, пе- 
рекрещиваются, расходятся по всевозможнымьъ направленямъ, 
отвЪтвляются, образують тупики и т. д. Но мы, для большей 
ясности разсмотрЪня вопроса, вс перекрестки обозначимъ про- 
сто точками, а всф эти аллеи, дорожки, коридоры ит. д. 
будемъ принимать просто за лини, прямыя, или кривыя, пло- 
сыя или н®ть— все равно, но эти лини соединяють наши точки 
(перекрестки) двЪ по двЪ. 

ВслЪдъ затЪмъ мы говоримъ, что эти точки и эти линш 
вмЪстБ составляють геометрическую сть, или лабиринтъ, если 
‚какая либо точка, движущаяся по линямъ этой сЪти, можеть 
придти къ любой другой точкф, не покидая линй нашей си- 
стемы (или сЪти). 
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Усвоивъ это, покажемь теперь, что 
подобная движущаяся точка (представляющая, напр., 
челов$ка) можеть послФдовательно описать всЪ линш 
сЪфти безъ всякихъ скачковъ и перерывовъ, и при этомъ 
по каждой лини сфти она пройдетъ не боле двухъ 
разъ. 

Другими словами, — лабиринтъ всегда можеть быть разр?- 
шенъ. | 

Но еще раньше, чЪмъ приступить къ этому доказательству, 
можно доставить тебЪ довольно интересное математическое раз- 
влеченте, которое поможеть уяснить все предыдущее и будеть 
весьма полезно для усвоеня самаго доказательства. На листЪ 
бЪлой бумаги возьмите произвольно нЪсколько точекъ и соеди- 
ните ихъ двЪз по двЪ столько разъ, сколько хотите, произ- 
вольнымъ числомь прямыхъ или кривыхъ лин, но такъ, чтобы , 
ни одна точка системы не осталась совершенно изолированной. 
Итакъ, вы получите то, что мы назвали геометрической сЪтью. 
Или нарисуйте, напримЗръь, сЪть трамваевъ или’конокъ города, 
сЪфть желфзныхь дорогь страны. сЪть рЪкъ и каналовъ ит. д., 
прибавьте къ нимъ, если хотите, границы страны, — вы опять 
получите геометрическую сЪть, или лабиринть (Для начала, 
конечно, лучше брать не особенно сложную сЪть). 

Теперь на кускЪ непросвЪчивающей бумаги, или картона, 
вырЪжьте небольшое отверсте, черезь которое была бы видна 
только небольшая часть составленной вами р%®шетки, или лаби- 
ринта. Безь такого приспособления въ глазахъ рябить, и. легко 
запутаться въ сфти. ЗатЪмъ прибавьте окулярь (отверсме для 
глаза) вашего «экрана» на какой либо перекрестокъ (точку) 
вашей сЪти, — наприм., точку, которую назовемь 4, и сдф- 
лайте себЪ такое задане: обЪжать этимъ ‘окуляромъ непре- 
рывно ве лини сЪти два раза (пройти каждый путь впередъ 
и назадъ (и возвратиться въ точку А. Чтобы помнить уже 
пройденныя окуляромъ линш, примите за правило на каждой 
проходимой лини ставить поперечную черточку при входф въ 
перекрестокъь и при выходЪ изъ него. Отсюда слЪдуеть, что дв 


оконечности каждаго пути оть перекрестка до перекрестка (оть 
5* 


68 


точки до точки) посл выполнен!я заданя (пройти каждую сЪтъ 
лини 2 раза) должны быть обозначены 2-мя поперечными чер- 
точками, но не боле. 

Если мы имфемъ дЪфло съ дЪйствительнымъ лабиринтомъ, 
или галлереями подземныхъ шахтъ, съ развЪтвлешями пещеръ 
ит. д., то блуждающему въ этихъ шахтахъ вмЪсто черточекъ 
на бумагв придется дфлать уже пной знакъ, чтобы орентиро- 
валься, и класть, напримЪръ, камень при вход и выходЪ изъ 
каждаго перекрестка, —въ таллерев, которую онъ покидаеть, и 
въ той, въ которую онъ вуодитъ. 

Но поставленное только что заданте и есть въ сущности за- 
дача о лабиринтахъ, а потому обратимся къ доказательству, что 
всяк! лабиринтъ разр тим, что нфть «безвыходнаго» лабиринта. 


Р5шен!е задачи. 


Правило |. — Отправляемся отъ начальнаго пункта 
(перваго перекрестка) и идемъ по какой угодно дорогЪ, 
пока не приходимъ или въ тупикъ, или къ новому пе- 
рекрестку. 'Гогда: 

©. Если окажется, что мы попали въ тупикъ, то 
возвращаемая назадъ, и пройденный путь долженъ быть 

уже отброшенъ, такъ какъ 
мы его прошли два раза 
(впередъ и обратно). 

2°. Если же мы’ прихо- 
димъ къ новому перекрестку, 

В и то направляемся по новому 

произвольному пути, не за- 

бывая только всяюй разъ 

отм$тить поперечной чер- 
точкой путь, по которому мы прибыли, и путь, по ко- 
торому отправились дальше. 

Все это пояснено на фиг. 69-ой, гдЪ мы движемся въ 
направленш, показанномъ стр$Злкой / приходимь къ пересЪ- 
ченшо путей и беремъ направленте, обозначенное стрЪфлкой 9. 


Фиг. 69. 


69 


Но тотъь и другой путь мы обозначаемь черточкой, пли крести- 
комъ (При чемъ крестикъ обыкновенно ставится, чтобы обозна- 
чить второй, позднЪйпий, путь). 

Мы слБдуемъ указанному выше первому правилу всякий разъ, 
когда приходимъ на такой перекрестокъ, на которомъ мы еще 
не были. Но, въ конц концовъ, мы необходимо должны придти 
къ перекрестку, на которомъ мы уже были, и здесь можеть 
представиться два случая. На извЪстный намъ пункть мы про- 
ходимъ по дорогф, уже разь пройденной нами, или же по пути 
новому, не отмфченному еще черточкой. Въ такомъ случа слф- 
дуеть придерживаться такихъ правилъ: 

Правило И. — Прибывъ на 
изв5стный уже намъ перекре- 
стокъ по новой дорог, мы 
должны сейчасъ же повернуть 


обратно, предварительно отмЪ- , 
тивъ этотъь путь двумя чер- и о 
точками (прибыте и обратное Г / 
отправлен), 

какъ это указано на фиг. 70-0й. 

Правило Ш1.— Если мы приходимъ на извЪфстный намъ 
перекрестокъ такимъ путемъ, которымъ мы уже разъ про- 
шли раньше, то, отмЪтивъ этотъ путь второй черточкой 
(иликрестикомъ),отправляемся 
далыше путемъ, которымъ мы 
еще не шли, если только та- 
кой путь существуетъ. 

Этотъь случай изображенъ на 
фиг. 71-0й. 

Но если такого пути нЪтЪ, ' 
то выбираемъ дорогу, по кото- 
рой прошли только одинъ разъ. 

Фиг. 71. Случай этоть изображенъ на 
фиг. 72-0й. 

Придерживаясь точно указанныхъ правиль, мы необходимо 
обойдемъ 2 раза всЪ лиши сти и придемъ въ точку отпра- 


Фиг. 70. 
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вленя. Это можно доказать, сдЪлавтъ 
и уяенивъ себЪ предварительно тактя 
замЪчантя: 

1°. Выходя изъ точки отправле- 
ня, скажемъ А, мы ставимъ началь- 
ный знакъ (поперечную черточку или 
крестикъ). 

27. Прохождеше черезъ перекре- 

ва стокъ по одному изъ предыдущихъ 

3-хъ правилъ каждый разъ добавляеть 

два знака (двЪ поперечныя черточки) на линяхъ, которыя схо- 
дятея . въ этой точкЪ. 

8°. Въ любой моменть прохождевшя лабиринта, передъ при- 
бытемъ на какой либо перекрестокъ, или поелЪ отправленя 
изъ него, начальный перекрестокъ (пункть отправленя) иметь 
нечетное число знаковъ (черточекь и крестиковъ), а всяый 
другой перекрестокь имфетъь ихъ четное число. 

4°. Въ любой моментъ, до или посл прохода черезь пере-` 
крестокъ, начальный перекрестокъ имфеть только одинъ путь, 
обозначенный только одной черточкой. Всямй же иной изъ по- 
сфщенныхъ уже перекрестковь можеть имЪть только два пути, 
обозначенныхъ одной черточкой. 

5”. ПослЪ полнаго обхода лабиринта у всЪхъ перекрестковъ 
вез пути должны имЪть по двф черточки. Это, впрочемъ, вхо- 
дить прямо въ услове задания. 

Принявъ во внимаме все вышеизложенное, мы легко убЪ- 
димся, что если кто-либо отправляется изъ начальнаго пере- 
крестка, скажемъ А, и прибываеть въ какой-либо иной пере- 
крестокъь М, то онъ не можеть встр$тить такихъ трудностей 
задачи, которыя могли бы остановить его дальнфйшее путеше- 
стые. Въ самомъ дЪлЪ, въ это мфето М онъ приходить или но- 
вымъ путемъ, или путемъ, который уже одинъ разъ пройденъ. 
Въ первомъ случа прилагается 1-е или П-е изъ данныхъ выше 
правиль. Во второмъ—вступлене на перекрестокь М и оста- 
новка здфсь дала бы нечетное число знаковъ около него, слф- 
довательно, за неимфемъ новаго пути надо пойти по уже прой- 
денному одинъ разъ пути, и около перекрестка будеть четное 
число знаковъ (если онъ не начальный), по замчантю 38°. 
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Пусть, наконець, мы будемь вынуждены закончить нашу 
путь и возвратиться въ начальный перекрестокь А. Назовемъ 
эту послфднюю линю ЙА, т. е. она ведеть изъ перекрестка 
въ начальный А. Этоть путь долженъ быть необходимо тЪмъ 
самымъ, которымъ мы. отправились первый разъ изъ А, иначе 
путь можно было бы продолжать. И если теперь мы принуждены 
имъ же возвратиться въ точку исхода, то это значить, что въ 
перекрестк®  нЪть уже никакого другого пути, который бы не 
быль уже 2 раза пройденъ. Иначе это значило бы, что забыли 
приложить первую часть правила ПШ-го,—болЪе того, это зна- 
чило бы, что въ есть какой-то путь У, пройденный только 
одинъ разъ по замфчантю 4”. Итакъ, при послфднемъ возвраще- 
ни въ А всЪ пути въ должны быть отмфчены 2-мя черточ- 
ками. Точно также это можно доказать для предшедствующаго 
перекрестка У и для всЪхъ остальныхъ. Другими словами, — 
наше предложен!е доказано, и задача рЪшена. 

Этоть изящный с10собь рЪшен!я задачи въ нЪсколько иной 
формЪ данъ французскимъ инженеромъ М. Тремо. Какъ видимъ, 
онъ вполнф доказываеть, что нЪфть безвыходныхъ лабиринтовъ. 


Филадельфийсвй лабиринтъ. 


Объ одномъ изъ новфйшихъ, не построенныхъ, впрочемъ, 
а только начерченныхъ лабиринтовъ поучительную исторю раз- 
сказываеть Н. Е. Ои4елеу въ журнал «Те Эгал@ Масалте» 
за 1908 г. 

«Н»Ъсколько лЪть тому назадъ, — сообщаеть упомянутый ав- 
торъ, — одинъ странствупИй торговець изъ Филадельфи, въ 
Соединенных Штатахь Америки, увлекся головоломными ла- 
биринтами такъ, что забросиль всЪ свои дфла. Дни и ночи 
проводиль онъ за разръшешемъ и составлентемъ головоломныхъ 
лабиринтовъ. Приводимый здЪсь образчикъ лабиринта (фиг. 73) 
довелъ его до пьянства. Въ концЪ концовь онъ помфшалея. Ра- 
зумЪется, мозги его и раньше были не въ порядкЪ, если такой 
незначительной причины было достаточно, чтобы окончательно 
разстроить ихъ». 


72 


Во всякомъ случаЪ, отсюда слЪдуетъ вывести поучене, что 
лабиринты совеЪфмъ ужъ не такая важная вещь, чтобы изъ- 
за нихъ стоило терять голову. Приводимь этотъ (фиг. 78), въ 
буквальномъ смыслЪ слова, «головоломный» лабиринть уже съ 
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Фиг. 78. 


готовымъ и упрошеннымь рзшенемъ его: вс тупики (слЗпые 
проходы) въ немъ уже заштрихованы и главнЪйпие пути ука- 
заны точечными или штриховыми лин!ями. И по рЪшен!ю, дан- 
ному на этой фигурЪ, видно, что отъ А надо сначала идти 


‹ С ры ‚ КЪ О, ипотомь оть Е кь В. 
К 2 Но, когда мы придемъ къ 


те С, у наеъ являются три до- 

роги, обозначенныя 1, 2, 3, 

чтобы дойти до Г). Точно также, когда мы дойдемъ до Ё, тоже 
видны три дороги, обозначенныя 4, 5, 6, чтобы дойти до Р. У 
насъ есть такимъ образомъ обозначенная точками дорога оть С 
до Е, другая— обозначенная точками дорога оть 0 до Е и про- 
ходъ оть ДР до Е, указанный звфздами. Мы можемъ, слФдова- 
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тельно, выразить положене дфла маленькой упрощенной дла- 
граммой на фиг. 74-ой. ЭЗдЪфсь веЪ условтя пути соотвЪтетвують 
путямъ кругообразнаго лабиринта, но только болфе доступны 
глазу. И воть при такихъ-то условяхъ, при услови также, ко- 
торое здЪеь можно выполнить, не проходить дважды черезъ 
одинъ и тоть же проходъ, окажется 640 путей отъ Ао 
Для головоломнаго лабиринта это,—не правда ли, —довольно- 
хорошо. 


Задача, 39-я. 


Хижина Розамунды. 





Фиг. 75. 


А теперь, почтенный читатель, посл изложеннаго уже и, 
думаемъ, усвоеннаго вами рЪшен!я задачи о лабиринтахъь для 
васъ будетъ нетрудно найти путь къ хижинЪ прекрасной Роза- 
мунды, поселившейся въ паркЪ, изображенномъ на фиг. 75. Если 
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до сихъ поръ вамъ еще не приходилось слышать о прекрасной 
Розамунд?Ъ, то, кстати, достаньте книгу и прочтите эту историю... 
Быть можеть, для сокращения времени вамь не безполезенть 
будетъ совфть начать поиски оть хижины и найти лучше 
выходъь изъ этого коварнаго парка, чфмь начинать со входа. 
Впрочемъ, при наличности свободнаго времени это безралично. 


Задача 40-я. 
Еще лабиринтъ. 


ЕЕ, 
= 


Фик. 76. 


Воть еще любопытный образчикъ лабиринта, въ которомъ 
надо пробраться по кратчайшей дорогз къ центру (фиг. 76). 


Общия замфчания. 


Задача о лабиринтахъ находится въ непосредственной связи 
съ задачей Эйлера о мостахъ и островахъ, а также съ сопро- 
сомъ о вычерчиван!и однимъ почеркомъ различныхъ фигуръ 
(уникурсальныя фигуры). На стр. 198-—214 третьяго издантя пер- 
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вой книги настоящей Хрестомали эти задачи разобраны довольно 
подробно. ЭдЪсь нелишнимъ будетъ привести тф обиля теоремы, 
которыя лежать въ основЪ подобныхъ задачъ. Условимся прежде 
всего называть точкой четнаго порядка такую точку, изъ которой 
исходить четное число лин!й, и точкой нечетнаго порядка такую, 
въ которой встрфчается нечетное число литй. Тогда: 

1°. Въ замкнутой фигур$ можетъ быть только четное 
число нечетныхъ точекъ, все равно, уникурсальная эта фи- 
гура, или нфтъ. 


2°. Замкнутая фигура, вс точки которой суть четнаго по- 
рядка, всегда можеть быть вычерчена однимъ почеркомъ, на- 
чиная съ любой изъ ея точекъ; т. е. такая фигура всегда 
уникурсальна. 

3°. Если въ замкнутой фигур не боле 2-хъ нечетныхъ 
точекъ, то она можетъ быть вычерчена однимъ почеркомъ, 
начиная только съ одной изъ этихъ точекъ. 


4. Замкнутая фигура съ числомъ нечетныхъ точекъ бо- 
ле двухъ не вычерчивается однимъ почеркомъ. 


5°. Пусть въ замкнутой фигур есть Зи нечетныхъ то- 
чекъ, тогда необходимо и достаточно » премовъ, чтобы 
вычертить фигуру. 

Доказательство этихъ теоремь можно найти частью въ 1-й 
книг настоящей Хрестоматш, частью у Гиасаз, <«ТИбоме 4ез 
№отЬгез», глава УП. 

Изъ этихъ теоремъ вытекаеть и рзшенте задачи о лабирин- 
тахъ —- ршене, сводящее лабиринтъь къ такой замкнутой. кри- 
вой, которая вычерчивается двойнымъ непрерывнымъ движентемъ, 
если каждую линю пройти дважды: впередъ и назадъ. 

Такимъ общимъ путемъ, какъ мы уже указали, можеть быть 
рЪшенъ всямй лабиринтъ. Если же на практикЪ рзшенте можно 
упростить, то, конечно, слфдуетъ это дЪфлаль. 


`16 





Задача 44-я. 


Картографичесвй вопросъ 


теорема о четырехъ краснахъ. 


Вопросъ, на который мы сейчась желаемъ обралить внима- 
не читателя, извЪетенъ уже давно всфмъ, спещально занимаю- 
щимся черченемъ и раскрашиванемъ географическихь карть 
и плановъ. Состоить онъ въ слфдующемъ: 

Лля всякой карты достаточно четырехъ различ- 
ныхъ красокъ, чтобы любыя дв области, имЪюция 
общую пограничную линго, не были окрашены въ одинъ 
и тотъ же цвЪть. При этомъ все равно, сколько бы ни 
было областей, какъ бы прихотливы ни были ихъ 
пограничныя очертаня и какъ бы сложно ни было ихъ 
расположенге. 


Выяснене задачи. 


Изъ прилагаемой фиг. 77 можно убфдиться, что четыре раз- 
личныхъ краски дфйствителано необходимы. НЪсколькихъ попы- 
токъ, предпринятыхъ въ этомъ направленти, 
достаточно для большинства, чтобы убфдиться _ 
въ невозможности составить карту съ такимъ 
расположенемъ областей, или участковъ, гдЪ 
потребовалось бы для выполненйя условйй за- 

Фиг. 71. дачи болфе четырехъ различныхъ красокъ. 
: Но дать этому послфднему положеню мате- 
матическое доказательство —представляетъь совершенно иной во- 
просъ. 

Спещалистамь картографическаго дЪфла этоть вопросъ, какъ 
упомянуто выше, извфстенъ уже давно. Но какъ матемаличе- 
скую теорему, или задачу для рЪшеня, впервые выдвинули его 
Мёбусъ въ 1840 году и Гютри, затВмь еще болфе популя- 
ризовалъ его Морганъ. Вопроеъ получиль извЪфетность и былъ 
объявленъ, какъ одинъ изъ нерЪшенныхъ, или даже, быть мо- 
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жеть, неразр$шимыхъ помощью математики. Начиная съ 1868 года, 
талантливый математикъ Кэли (Кау!еу) обнародоваль нЪсколько 
доказательствъь этой теоремы, но всЪ они оказались несостоя- 
тельными. Профес. Кемпе и проф. Тэть также тщетно пытались 
рЪшить вопросъ. Итакъ, задача остается до сихъ поръ откры- 
той и ждетъ своихъ побЪфдителей. 

Если бы разсматриваемое нами предположене было невЪрно, 
то это можно было бы обнаружить хотя однимъ какимъ-либо 
примЪромъ, — наприм., составленемъ такой «карты» съ пятью 
или болфе, областями, гдз четырехь различныхъь красокъ для 
выполнен1я заданнаго условя недостаточно. Мномше и попыта- 
лись это сдЪлать, но... вопросъ такъ и остается открытымъ. 

Пока что, доказано только, что существують поверхности, 
для которыхъ данная теорема не имфеть мЪета. "Теорема мо- 
жеть имфть мЪето на плоскости, или на поверхности шара. 

Быть можеть, кто либо изъ нашихъь читателей займется 
этимъ вопросомъ и будеть настолько настойчивъ ‘и счастливъ, 
что разрЪшить его! Аналомя этой задачи съ Эйлеровой задачей 
0 мостахъ, съ задачей объ уникурсальныхъ кривыхъ и съ пре- 
дыдущей задачей о лабиринтахъ напрашивается какъ-то сама 
собой. Но аналомя въ матемаликЪ, увы, ничего не доказываетъ. 








0 весьма, большихъ и весьма малыхъ числахт, 


Что такое биллюнъ? 

Вь Англш, Германи и въ нЪкоторыхь иныхь странахъ 
сЪверной Европы часто въ основу счета кладуть группы изъ 
шести знаковъ: 

10°—1 000 000 = миллюнъ; 10'? =1 000 000000 000 бил- 
монъ, 10'8 = триллюнъ и т. д. 

Въ Америк и въ южно-евронейскихъ странахь въ основу 
счета кладется группа изъ трехъ цифръ: 

1085 —= миллюнъ; 103 —= биллюнъ; 101? — триллюнъ и т. д. 

Вопроса о томъ, какая изъ этихъ сибтемъ правильн%е, быть, 
конечно, не можеть. ВЪрно и то, и другое. Все дЪло въ разъ 
навсегда принятомь услови 0 значеми того или иного 
слова. Англичане, впрочемъ, указывають на филологичесвя, 
такь сказать, преимущества ихъ счисленя: биллюнъ, т. е. 
вторая степень миллюна; триллонъ, т. е. третья степень мил- 
мона и т. д. 

Впрочемъ, разница въ наименоваши касается, какъ видимъ, 
такихь большихъь чисель, которыя лучше всего опредФлять 
просто количествомъ входящихъ въ нихь знаковъ (цифръ), а 
пототу на практик изъ такого различнаго употребленя въ 
разныхъ странахъ одного и того же слова не создается затруд- 
нен!й; и это обыкновенно не отмФчается даже въ учебникахъ 
ариометики. Но о словз билмонъ слЪфдовало бы упоминать. 
Слово это приходится слышать часто, а потому надо имЪть въ 
виду, что оно означаетъ тысячу миллюновъ въ устахъ обита- 
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телей однихъ странъ и миллюнъ милионовъ въ устахъ обита- 
телей другихъ. Разсказывають по этому поводу о безпокойствТ, 
а затЪмЪъ 0 «радости» французовъ, когда они заключали тяже- 
лый миръ съ побфдителями, нфмцами. РЪчь шла объ огромной 
контрибущи въ пять «биллюновъ» франковъ, которую затребо- 
вали нзмцы. Такъь какъ «биллюнъ» у нфмцевъ есть миллонъ 
милллюновъ (т. е. 10'?), а у французовь онъ равенъ тысяч» 
миллюновъ (103), то французы, говорять, переживали дни тяже- 
лыхъ недоумЪнй, пока оть нфмцевъь не была получена бумага, 
гдЪ цифрами (5000 000 000), а не словами, была указана 
требуемая сумма. И оказалось, что побфдители на этоть разъ 
слово «билмонъ» приняли такъ, какъ понимается оно побТ- 
жденными ими французами. Вотъ почему, пожалуй, было бы по- 
лезно разъ навсегда, условиться принять вмЪсто слова «билмонъ» 
французское слово милмардъ, какъ назване тысячи миллюновъ. 

Въ наше время различнаго рода «миллардёровъ»> слово «мил- 
мардь»> или «биллюнъ» сдЪфлалось привычнымь и нисколько, 
вообще говоря, не поражаетъ обывательскаго ума. Н\Ъсколько 
иначе къ этому слову отнесется болфе развитой математически 
умъ. Онъ скажеть вамъ, напримЪръ, что оть начала нашей 
эры, т. е. оть Рождества Христова и до 10 час. 40 м. 29 апрЪля 
1902 г. протекъ только биллюнъ (миллардъ) минутъ. 

Еслипопытаться сосчитать биллюнт, (милмардъь-—= 103) спичекъ, 
считая по одной и предполагая, что надо употребитъ по секунд 
на спичку, окажется, что, занимаясь такимъ счетомъ по десяти” 
часовъ въ сутки, на этоть процессъ счета придется употребить 
76 лЪть! 

Если взять биллюнъ въ английскомъ значенти этого слова, 
т. е. миллюнъ миллюновъ = 10'?, то можно привести еще болЪе 
разительный примфръ, который данъ однимъ ангийекимъ про- 
фессоромъ: 

Если, говорить этотъ профессоръ,—Адамъ быль сотворену 
за 4004 года до Р. Х. (библейская хроноломя) и если бы онъ 
могь считать непрерывно всЪ 24 часа въ сутки, и вь каждую 
секунду называть три послфдовательныхь числа, то, доживя 
до нашихь дней, онъ сосчиталь бы только немногимь боле 
половины биллюна въ англйскомъ смыслЪ этого слова... = 


Вь повседневномъь обиходЪ намъ приходится обыкновенно 
встр®чаться со сравнительно неболышимъ числомъ какихъ-либо 
предметовь или съ небольшимъ числомь ихъ частей. Но въ 
наук, вообще говоря, мы можемъ встрЪтиться съ числомъ какой 
угодно величины, —чрезвычайно большой п чрезвычайно малой. 
Разстояня неподвижныхъ звЪфадъ, скорость свфта, возрастъ 
вселенной и т. и. представляють примфры весьма болыпихъ 
чисель, а размЗры атомовъ, продолжительность ихъ удара 
одного о другой суть примЪфры величинъ другого, чрезвычайно 
малаго порядка. Но если написано чиело, съ большимъ коли- 
чествомъь знаковъ, — скажемь 15-ти-значное, 20-ти-значное 
и т. д. число, то напеь умъ отказывается соединить съ такимъ 
числомъ какое-либо представленте; и чтобы «объяснить», такъ 
сказать, это число, мы должны прибЪгать или къ какимъ либо 
такимь новымъ единицамъ сравнения, какъ свЪтовой годъ, или 
къ инымъ какимъ либо пр!емамъ иллюстрации. Такъ, напр., если 
мы скажемъ, что въ каплЪ жидкости, висящей на конц остря 
булавки, заключается н%Фсколько миллардовъ атомовъ, то это, 
конечно, дасть намъ болфе ясное представлене о величинЪ 
атома, чЪмъ если бы мы написали дробь съ единицей въ числи- 
телЪ, а въ знаменателф ея— огромное многозначное число. 

Для пояснентя величины нЪкоторыхъ чиселъ существують 
цлые разсказы и даже легенды. Двадцатизначному числу, пред- 
ставляющему безъ единицы 64-ю степень 2, особенно повезло 
въ этомъ отношени. Помимо легенды о браминЪ Сессф и повели- 
телЪ Инди ШеранЪ, разсказанной нами въ 1-й книгВ этой Хре- 
стомати, есть и такая иллюстращя этого числа, предлагаемая 
Оливеромь Лоджемъ въ его «Легкой малематикЪ». 

«Страна, величиной съ Англию, была осаждена непруятель- 
скимъ флотомъ, и ея обитателямъ грозила опасность умереть 
съ голоду, такъ какъ они не выращивали собетвеннаго зерна. 
При этихъ обстоятельствахъ капитанъ одного коммерческаго судна 
настойчивыми просьбами добился отъ неприятеля пропуска чрезь 
блокаду, при чемъ ему разрфшено было провести шахматную 
доску, покрытую пшеницей, для его умирающей съ голоду жены 
и семьи: на первомь квадратЪ должно было находиться одно 
зерно, на второмъ—два, на слфдующемъ— четыре и т. д. 
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«Но когда непрятельскй адмиралъь сдфлалъ необходимыя 
вычисленя при помощи одного японскаго моряка, случайно на- 
ходившагося на борту, то оказалось, что зерна, которое онъ 
долженъ былъ пропустить, хватить не только, чтобы накормить, 
но чтобы задушить всфхьъ обитателей страны (Оказалось, что 
число зеренъ равно 18 446 744 073 709551 615). Такимъ коли- 
чествомъ зерна можно было бы покрыть всею землю слоемъ толщи- 
ной въ 4 метра. 

«Тогда адмираль разрЪшилъ пропускъ лишь при томъ услови, 
чтобы весь запасъ былъ провезенъ съ одного раза». 

СлЪфдуеть замфтить, впрочемъ, что въ очень многихъ слу- 
чаяхь при весьма большихъ числахъь не такъ важно точное 
численное опредзлене величины, какъ порядокъ этой величины. 
«Порядокъ же величины» опредфляется просто числомъ цифръ, 
потребныхъ для ея обозначешя. 


задача 42-я. 
Довольно большое число! 


Съ помощью трехъ девятокъ написать возможно 
большое число. 


Ръшен!е. 


Очень часто въ отвфть на предложенный выше вопроеъ пи- 
шуть число 999, но это невЪрно. Точное рфшене вопроса пред- 


ставить число: 
9 


9’ 
Другими словами, 9 нужно помножить само на себя столько 
разъ сколько единицъ заключается въ числ® 9%. Но 


99 — 387 420 489. 


Итакъ, нужно произвести 387 420 489 ‘умноженй девятки 
самой на себя, чтобы получить искомое число! Получится «до- 
вольно большое число». Но въ остроумной и талантливой кни- 
жечкВ «ПиМайоп шафбтайчие» г. Лэзанъ (Газа рЪфши- 
тельно не совЪтуетъ тратить время на отыскаве этого числа: 

ВЪ ЦАРОТВЪ СМЕКАЛКИ. 6 
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_«НЪть, рёшительно не совЪтую вамъ,—говоритъ г. Лэзанъ,— 
приниматься за эту задачу. Позвольте мнф вамъ сказать, и по- 
вторите своимъ ученикамъ, которые позже фактически убфдятся 


9 
9 
въ этомъ, что число, 9’, если бы его написать по десятичной 
систем, имфло бы 
369 692 128 цифръ. 


Чтобы написать его на бумажной лент, предполагая, что 
каждая цифра займеть 4 миллиметра въ длину, нужно было 
бы, чтобы эта лента имфла ь 

1478 километровъ, 772 метровъ, 40 сантиметровъ. 

«Это немножко больше удвоеннаго разстояня оть Парижа, 
въ Авиньонъ и обратно по желЪзной дорогЪ. 

«Необходимое время, чтобы написаль это число, полагая по 
секунд на цифру и работая по 10 часовъ въ день, не превы- 
сило бы 28 лфть и 48 дней, съ усломемъ включить сюда всЪ 
воскресенья и `всЪ праздники, т. е. не имфть ни дня отдыха. 

«Для болышаго освЪдомленя могу вамтъ сообщить, что первая 
цифра искомаго числа 2, а послВдняя 9. Намъ остается, значить, 
найти не болфе 369 692 126 цифръ. Вы подумаете, можеть 
быть, что облегЧене довольно слабое, я то же думаю. Зато, 
надЪюсь, согласитесь, что заглайе «Довольно большое число» 
поистин$ оправдало себя...». 


Задача, 48-я. 
Лавины. 


‚ Не такъ давно ‘часто бывало (да и теперь это бываеть), что 
руссюй обыватель неожиданно получалъь письмо оть неизвфет- 
наго даже ему лица съ просьбой переписать присланное письмо 
въ 5, наприм., кошяхъ и разослать эти пять кошй пяти раз- 
личнымъ лицамъ съ такой же просьбой, т. е. чтобы получивиие 
въ свою очередь сдфлали съ письма по 5 кошй, разослали ихъ 
ит. д. Чаше всего подобнымъ образомъ распространяли раз- 
наго сорта «молитвы», — особенно приписываемыя покойному 
популярному протоерею Тоанну Сермеву (Кронштадтекому). Въ 
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провинщи обыватели на письма такого сорта откликались до- 
вольно охотно, пока не надоЪло. 

Не особенно давно также, быть можеть, читателю приходи- 
лось встрЪчаться или слышать о ловкой реклам% какого-то про- 
давца часовъ. Этоть господинъ предлагаль каждому желаю- 
щему имфть «даромъ» часы на слфдующихъ условяхъ: Прода- 
вещь высылаеть желающему талонъ съ 6-ю отрфзными купо- 
нами. Пусть получатель убФдить шестерыхъ своихъ знакомыхь 
взять по одному купону въ рубль. Деньги эти пересылаются 
продавцу, а тоть немедленно за это получателю высылаетъ 
«даромъ» часы. Но въ свою очередь каждый купивиий за 
1 рубль купонъ получаеть оть продавца талонъ съ шестью. 
купонами: пусть онъ убфдить 6 своихъ знакомыхъ взять 6 ку- 
поновъ по 1 рублю, и тогда онъ получитъ тоже часы «даромъ». 
Въ свою очередь каждый изъ купившихъ купонъ получаеть 
книжку съ 6-ю купонами, «убЪждаетъ>» шесть своихъ знако- 
мыхъ купить по купону въ 1 рубль, получаеть часы и т. д. 

Своеобразная реклама эта даеть поводъ къ постановкЪ и 
рЪшеншю слФфдующей интересной задачи, въ которой для боль- 
шей разительности возьмемъ небольшя числа. 

Пусть кто-либо пошлетъ три письма, обозначивъ 
каждое номеромъ т. Каждый получивиий такое письмо 
въ свою очередь пусть пошлетъ по 3 коши съ него, 
обозначая эти коши номеромъ 2; каждый получивиий 
эти коши № 2-й въ свою очередь тоже пошлетъ по 
3 коши съ письма, обозначивъ ихъ номеромъ 3 ит. д. 
до т5хъ поръ, пока номеръ разсылаемой коши не до- 
стигнетъ какого либо опредЪленнаго числа, напр., 50. 
Предположимъ теперь, что каждый, кого просятъ, сдЪ- 
лаетъ это и пошлетъ по 3 коши, предположимъ также, 
что письма всегда будуть получать разныя лина, 
такъ что никто не получитъ. письма дважды. Спраши- 
вается, при какомъ номер коши каждый мужчина, 
женщина и ребенокъ на всей ЗемлЪ получитъ подобное 


ПИСЬМО? 
6* 
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Р\шенте. 


Пусть искомый номеръ кошй будеть 2. Примемъ населенте 
земного шара круглымъ счетомь въ полтора милларда, т. е. 
въ 1500 000 000 человЪкъ. По услов!ю задачи, это число должно 
получиться, какъ сумма членовъ ряда чиселъ 


Рядъ этоть есть геометрическая прогресея изъ х членовъ 
съ знаменателемь прогресси 3. Вакъ извЪстно, сумма членовъ 
такой прогресси, 5, выражается формулой 


Г бий 
= 


Эначитъ, для нашей задачи имфемъ: 


Е — 1500 000 000. 
Или 
` 3— 1—1 000000 000 = 10°. 


Полученное ур-е 3” — 1 = 10° принадлежить къ виду таки 
называемыхъ показательныхъ уравненй и р®шается съ помощью 
логариемировантя обЪихъ его частей. Для нашей ц?фли, оче- 
видно, будеть совершенно безразлично, если мы лренебрежемъ 
входящей сюда единицей. Тогда логариемироване даеть: 


ае3 — 1°(103) 


у 
%— —— = 18.86. 
123 : 

Полученное рЪшеше доказываеть, что если лавину Писемъ 
указаннымъ въ задачЪф способомъ довести только до кошй за 
№ 19, то число писемъ уже превысить весь живупий на зем- 
номъ шарЪ челов$ческй родъ! 

Часовщикъ, о которомъ мы говорили выше, очевидно, имфль 
поняте о геометрическихъ прогресаяхъ. Другой вопросъ, однако, 
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насколько осуществимь подобный способъ распространеня сво- 

ихъ товаровъ и даже, — насколько онъ добросовЪстентъ! 
Насколько быстро увеличиваются числа въ геометрических 

прогресеяхъ, вы поймете такжё изъ слфдующей главы. 


Прогресс!я размножения. 


Думали ли вы когда нибудь, что представляль бы собой 
нашъ му, если бы въ немъ не было смерти, и вс живыя 
существа размножались бы безпрепятетвенно? Легко показать, 
что законъ геометрической прогресс размноженя привелъ бы. 
такой мръ къ самому прискорбному состоян1ю, какое только 
можно себЪ вообразить. Въ какихъ-нибудь два-три десятилЪя 
вся поверхность суши сплошь заростетъ непроходимыми дебрями 
растенй, въ которыхъ будуть буквально кишФть милларды 
всевозможныхъ животныхъ, яростно пожирая другъ друга въ 
борьбЪ за мЪсто. Океанъ, вмЪсто воды, наполнится рыбой до 
того, что никакое судоходство не будеть возможно, а воздухъ 
сдфлается непрозраченъ оть птицъ и насЪкомыхъ. Все это бу- 
деть тфенить другь друга, безжалостно пожирая и уничтожая, 
такъ какъ для новыхъ пришельцевт буквально не будетъ м%ста. 
ЭдЪсь будеть непрерывный вопль и зубовный скрежетъ, и всЪ 
ужасы Дантова ада поблЪднфютъ предъ такой картиной. 

Цифры и вычисления показываютъ, что въ такихъ мрачныхъ 
пророчествахь нЪть ни тфни преувеличения. Еели бы даже на 
земномъ шарЪ было первоначально одно растенше, занимающее 
не болфе квадратнаго фута почвы, то и для него векорЪ не 
хватило бы мЪста, если бы смерть не уничтожала его потом- 
ства. Вообразимь, что оно даеть ежегодно всего 50 сЪмянъ —- 
цифра небольшая, такъ какъ мномя растеня (макъ, белена и 
друг.) даютъь ихь тысячи и десятки тысячъ. НЪгь ничего легче, 
какъ разсчитать, что уже черезь 9 лЪфтъ такое растенте сплошь 
покроеть вс 50 миллюновъ квадратныхъ миль поверхности 
суши. Воть ходъ вычисленй, который каждый можеть про- 
вЪрить: 
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Число растенй. 


УБредь. оО, оон МЕ 50 
2 9 БоДВь 1 миры ОВ 2500 

» Зося 9394000:200 1201000 

4 за. о 00000 
хо. 
» 6 энажонисоа р 00-2-16'6261000:000 
> т, с 1812050000000 

> Вет: та 139.062600000:000 

» 9°›..... 1953 125 000 000 000 


Число квадратныхъ футовъ поверхности твердой Земли меныпе 
и равно всего 1421798 400 000 000. Другими словами, менЪе 
чЪмъ въ девать лЬть растене сплошь покроеть всю Землю, и 
для дальнфйшаго размножения физически не будеть мЪста. Но 
многя живыя существа размножаются гораздо быстрЪе, нежели 
взятое выше для примфра растеше. Обыкновенная муха въ те- 
ченте одного л№та дала бы— не будь въ мфЪ смерти — потом- 
ство-ни мало ни много, какъ въ двадцать милмоновъ| А въ 
пять лЪРь потомство ея выразилось бы умопомрачительнымь 
числомь, состоящимь изъ 87 цифръ (32`Х 1035). Пауки не 
уступають мухамъ въ этомъ отношенши: каждый кладеть сотни 
яиць, и въ нЪфсколько лЪтъ пара пауковь населила бы Землю 
не меньшимъ числомъ потомковъ, нежели муха,—-если бы смерть 
не уничтожала 99°/, всЪхъ яичекъ. Еще быстрфе размножаются 
Пи (Ар), которыя дають около 25 особей въ сутки. Въ какихъ- 
нибудь 10 дней эти легчайпия, эоирныя создан!я составили бы 
колоссальную гору тЪль, равную по вфеу биллюну людей! 

Смерть уничтожаеть ежегодно не менфе трехъ четвертей 
вефхь рождающихся итицъ. Не будь этого, каждая пара итицъ 
вь 15—20 лфть превратилась бы въ тысячи миллюновъ экзем - 
пляровъ. Чара голубей уже въ 7 лфть дала бы почти 10 мил- 
люновъ птицъ. Рыбы размножаются не менЪе ‘быстро, нежели 
обитатели воздушной стихи. Треска на третьемъ году жизни 
мечеть 9 000 000 икринокъ. Легко разечиталь, что еели бы веЪ 
икринки развивались безпренятственно, то въ н%сколько лфть 
треска наполнила бы сплошь моря и сдЪлала бы невозможным 
мореплаванте. р 
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Фиг. 78. Прогресся размноженя. Потомство одной трески поел трехь лЪть 
безпрепятетвеннаго размножен!я: 40 миллюновъ особей. 


Изь наземныхь существь всего медленнфе размножается 
слонъ, но и онь въ 500 лЬть принесь бы потомство въ 
15 000 000 слоновъ. Но если бы всЪ звЪФри безпрепятственно 
размножались, то ужасныя послФдствя такого положентя вещей 
сказались бы, конечно, гораздо ранфе, нежели черезъ стол\име: 





Фиг. 79. Прозрессая размноженщя. Потомство пары голубей послф семи лЬтъ 
безпрепятственнаго размножения: 10 миллюновъ особей, 
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въ какихъ-нибудь два-три десятилФтя крокодилы заполнили бы 
всз рЪки. МедвЪфди, тигры, волки стаями ходили бы по нашимъ 
городамь и деревнямъ, и никакая ‘культура не была бы 
возможна. з 

На прилагаемыхь рисункахъ читатели найдуть наглядное 
изображеше тЪхъ фантастическихь ландшафтовъ, которые по- 
явились бы на нашемь земномь шарЪ, ебли бы смерть хотя 
на время остановила регулирующую работу своей страшной 
косы. При всей фантастичности, рисунки эти имфють, какъ мы 
видфли, нЪ®которое реальное основанше въ ИНАЯ 28 про- 
грести размноженя. 

А человЪкъ? Въ настоящее время на всемъ земномъ шарЪ 
круглымъ счетомь 1'/> милмарда людей; число квадратныхъ 
(футовъ твердой земли — въ миллюнъ разъ боле. Полагая по 
футу на человЪка, мы имфемъ, что если населене земного 
шара увеличится въ миллюнъ разъ, то оно сплошь покроетъ 
всю сушу, какъ колосья въ полЪ. Какъ скоро наступило бы 
это, если бы не было естественной смерти? Статистика пока- 
зываеть, что среднй проценть рождаемости населеня равенъ 
3'/>. Вапиталъ, положенный въ банкъ по 3'/5%/о (сложныхуъ,), 
улвацвается, какъ извЪстно, каждые 20 лЪть; тоже будеть и 
съ населешемъ. Сколько же такихъ удвоенйЙ нужно, чтобы на- 
селене увеличилось въ миллюнъ разъ? Рфшивъ уравьеше 


2" —1000 000, 
> \ к 
найдем, что 2 равно у 
121000 000 _ 6 
122 к: - 0.30108 
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Другими словами, черезъ 20 < 19 — 880 лЪть люди сплошь 
покрыли бы всЪ материки и острова земного шара, не будь 
естественной смерти. А въ 2400-мъ году по Р. Х. вновь рожда- 
юпиеся должны были бы уже помфщаться на головахъ стар- 
шаго поколЪня. 

Такъ было бы, если бы люди были безсмертны. Но даже и 
при настоящихъ условяхъ возросташе населеня внушаеть 
серьезныя опасешя за будущее. Естественный приростъ насе- 
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Фиг. 80. Пропресся размноженя. Черезъ 50 лЪть безпрепятственнаго раз- 
множен!я крокодилы заполнили бы вс рЪки земного шара. Даже въ Лон- 
дон, у набережной Темзы, толпились бы тысячи крокодиловъ. 


леня въ европейскихъ странахъ колеблется отъ 1,8%/0 (въ 
Росет) до 0,36°/о (во Франщи). Принявъ за среднее 19%/о, легко 
вычислить, что населене будеть удваиваться каждые 70 лЪтъ 
(12 2:12 1,01). Если норма прироста останется неизмЪнной, 
то послз 19 удвоенй, т.е. менфе, чЪмъ черезъ 1400 лЪть, на- 
селенте увеличится въ 1000 000 разъ, — и на нашей планетЪ 
не будеть буквально ни одной пяди свободной земли. 
Такова безпощадная прогресея размножения! 


Задача 44-я. 
Загадочная автобография. 

Въ бумагахъ одного чудака-математика найдена была его 
автобтографя. Воть ея начало: 

«Я окончилъ курсъ университета 44-хъ лЬтъ отъ- 
роду. Спустя годъ, т00-лЪтнимъ молодымъ человЪкомъ, 
я женился на 34-лЬтней дЪвушкЪ. Незначительная раз- 
ница въ нашихъ лЪтахъ, всего тг лЪтъ,—способство- 
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вала тому, что мы жили общими интересами и мечтами. 
Черезъ небольшое число лЪтъ у меня была уже и ма- 
ленькая семья въ 10 челов5къ дфтей. 7Жалованье я 
получалъ, положимъ, слишком» скромное,— всего 200 
рублей въ м5Бсяцъ. Изъ этого жалованья ‘/ю прихо- 
дилось отдавать сестрЪ, такъ что мы со своей семьей 
жили на 130 р.», И Т. д. 

Предлагается объяснить: что за странныя и. явныя 
противор$я получаются въ числахъ? 


Ршен:е. 


Разгадка заключается въ томъ, что математику пришла 
фантазя написать всф числа не по привычной и обычной для 
насъ систем счисленя, а по систем пятеричной, т. е. по 
такой систем, гдЪ въ основаше положено число пять. Дру- 
гими ` словами, — въ такой систем есть только цифры: 0, 1, 
2,3, 4, а число 5 изобразится уже цифрами 10. Вступая 
«въ царство смекалки», слЪдуетъ разъ навсегда усвоить себЪ 
умЪнье писать числа не только по нашей десятичной систем 
съ десятью цифрами, но и по любой другой. Въ первой книгЪ, 
въ глав о двоичной системЪ, объ’ этомъ сказано вполн% до- 
статочно, чтобы не повторяться. Впрочемъ, сейчась ниже мы 
`даемъ указанйя, какъ оть десятичной системы счисленя пере- 
ходить къ другой. Теперь же переведемъ языкъ загадочной 
автоб1ографи на нашть обыкновенный «десятичный» языкъ и 
тогда увидимъ, что дфло объясняется просто: 

Число, обозначенное въ автобюграфи черезъ 44, равно по 
‚ десятичной системЪ: 4.5 4=-24; другими словами, —-матема- 
тикъ окончилъ курсъ университета по нашему счету въ 24 года. 
Точно такъ же: 


100 соотвЪтствуетъь десятичному числу 25 


35 > 3-514—19 
И > 1-511— 6 
200 › 0 == 00 
1 1 
10 > э ` 
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$ ПослЪ этого перевода на нашу десятичную систему всЪ 
видимыя противор$чя загадочной автобюграфи исчезають. 'Те- 
перь ясно, что автобографию чудака слфдуеть «по вашему» 
читать такъ: «Я окончиль курсь университета 24 льтз отъ- 
роду. Спустя годъ, 25-льзтима молодымъ человЪкомъ, я женился 
на 19-льтней дЪвушкЪ. Незначительная разница въ б лътз.., 
ИД: 


Для облегчешя чтенмя слфдующей главы сдфлаемъ здЪеь 
кстати указаншя, какъ числа, написанныя по десятичной систем 
счисленя, писать въ иной систем. 

Предположимъ, вы желаете число 25 написать по восьме- 
ричной системЪ. ДФлите 25 на 8 — получаете въ частномъ 3, 
въ осталк$ 1. Это значить, что число ваше состоить изъ трехъ 
восьмерокъ и одной единицы; слфдовательно начертанте его по 
восьмеричной систем будеть 31. 

Еще примфръ: написать 267 по четверичной систем. ДЪ- 
лите 267 на 4, частное—снова на 4 ит. д., запоминая каждый 
разъ остатки. 





267| 4 
в Г 
8 [16] 4 
Рай: Итакъ: 


01 268 = 4412.43. 


Мы узнали, что наше число содержить три единицы, двЪ 
четверки (т. е. двЪ единицы второго разряда) и одну единицу 
пятало разряда. СлЪдовательно, начерташе его будеть 10028 
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Задача 45-я. 


Написать единицу тремя пятернами. 


Ръшение. / 


Задача состоить въ томъ, чтобы, пользуясь тремя 5-ками 
и какими угодно знаками математическихь дЪйствй, написать 
выраженте, равное единиц. й: 

Если вы никогда не пробовали рфшать подобныхъ задачь, 
то вамъ йе мало придется подумать, прежде чЪмъ вы нападете 
на одно изъ правильныхь рьшенй. Воть нФкоторыя изъ рф- 
шенй предлагаемой задачи: 


8 \ 5 в 
ия -1, ибо -= =№ ИЕ: 


бе пе 5 
| 5 м ио0 Е 1: ау И: 
56 ибо 5—5 —0, а 5—1. 


(1.5) =Ъ, ибо 18.5 = а Г 1. 
ры 


5 - 5/т 
й 12,5 —=1, ибо 18.6 =1, а у!=! 
Можно пытаться найти и друмя рЪфшеня, кромЪ этихъ 


пяти. Ниже мы укажем систематичесый преемъ, пользуясь ко- 
торымъ можно отыскивать всЪ рЪшентя этого типа. 
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Задача 46-я. | 
Написать нуль тремя пятерками, 


Ръшенте. 


Задача одного порядка съ предыдущей. Теперь уже чита- 


тель безъ труда сможеть дать отвфтъ 
(5—5) —0, ибо 5—5-—0, а 0°—0. 


Воть еще рЪшеня этой же задачи: 





бб 5, 5 
ея А\+ . А А А х > „ 
5х (5—5); ВА У5 — 5; 15 ‚ |9. 12.5 


Задача 47-я. 
Написать 2 тремя пятерками. 


Ршен:е. 


58 —9 и18, (5Ж 5) =2. 





Задача 48-я. 
Написать 5 тремя пятерками. 
Ршен1е. 


Задача имЪетъ не менфе десяти рфшен!й: 








Задача, 49-я. 
Написать 31 пятью тройками. 


Рфшен!е. 


Это задача гораздо сложнЪфе предыдущихъ. Она не нова, 
обыкновенно считаютъ, что она иметь всего три рЪшентя: 


— 
= 


Я 8 
31 =38—8--2 
81 — 88—48 


Однако, рЬшенй здЪсь гораздо больше. Мы остановимся 
подробнфе па разсмотр®ни этой задачи, попутно изложивъ ме- 


тодъ, съ которымъ слФдуеть приступать ко вефмъ подобнымъ 
задачамъ. 


.* Общее р5шенге. 


Выразить какое-либо число посредствомъ пяти троекъ можно 
трояко. Во-первыхъ, соединяя тройки знаками математическихь 
дЪйствй; во-вторыхъ, пользуясь, наряду съ знаками дЪйстый, 
еще приписыванемь троекь одна къ другой; либо же, нако- 
нець, пользуясь, наряду сЪ упомянутыми приемами, различными 
математическими символами. . 

А. Равсмотримъ первый премъ. Прежде \всего‘найдемъ всЪ 
числа, которыя могутъ получиться, какъ результатъь математи- 
ческихъ дЪйстый надъ пятью тройками,—считая семь дЪйствий: 
сложене, вычиташе, умножеше, дЪлене, возвышене въ сте- 
пень, извлечене корня и логариемированте. 

Произведемъ сначала послфдовательно семь дЪйствй надъ 
двумя тройками; получимь рядъ изъ семи выражений: 83| 3; 


а 
3—3; 3Ж3; > 3; 3 и 18.3. Для удобства обовначимъ 
этоть рядъ римской цифрой 1. 

Сочетая по очереди каждое изъ выраженй этого ряда опять 
съ тройкой посредствомъ всЪхъ знаковъ дЪйстый, получимъ 
новый рядъ чиселъ. Этоть П-ой рядъ будеть заключать въ себЪ 
всЪ числа, которыя можно написать посредствомъ трехъ тро- 
екъ по разсматриваемому способу. 

Наконецъ, сочетая такимъ же образомъ каждое изъ выраже- 
ый [Г ряда съ каждымъ изъ выраженй П ряда, получимъ всЪ 
числа (Ш рядъ), какя могутъ быть написаны пятью тройками 
съ помощью знаковъ дЪйствй. 
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Вьъь этой послЪдней таблицЪ мы ищемъ число 81, и нахо- 
димъ его всего два’ раза: 


31 = 8-Е 3-Е и 31 = 83° 8 -16.3. 


Но такъ какъ число 31 можеть быть написано и не по 
десятичной системЪ счисленя, то въ таблиц Ш мы ищемъ 
вообще число, равное За--1, гдф а— любое цЪлое число, мо- 
гущее быть основашемъ системы счисленя (но большее, чфмъ 3, 
ибо въ троичной системЪ уже нЪть цифры 3). Другими сло- 
вами, мы будемъ искать тЪ числа, которыя безъ единицы дЪ- 
лятся на три. Такимъ путемъ найдемъ, что’ число 31 посред- 
ствомъ пяти троекъь можеть быть выражено слфдующими спосо- 
бами. 


По четверичной систем счислення— два рёшен1я: 
31 =8 +8 ЖЗ) 3 и 31=3- (3 Х 3) 16.3. 


По 6-еричной системВ два рзшен1я: 





31=3х (3-3); и 31=3Х (8-3) 16.3. 
По 8-ричной систем —два рёшенйя: 


8 


81=8 Зи 31=8° — 816,8. 


По 9-ричной систем%: 

31=8Ж8ХЗ- 8; 31=3Ж3Ж3-Н 18,3; 
31—38 38-8, 31 83° (12,3) 

31 = ен: 31-38 4 У =з 


ЗЕ 83: а и друг. 





По 27-ричной систем —два рёшенйя: 


31—88 и 31=3Ж 3-3. 


По 72-ричной ситем$ —два р%шен1я: ь 
31=(8-Е 3) и 81 = (8+ 3)°--18,3. 


По 243-ричной систем$— четыре рёшенйя: 


31= (3 хз); 81=(8Х 3) 16.8; 


31—38 =; чаи 12.3, ит. д. 
- . 
Словомъ, пользуясь объясненнымъ выше методомъ, можно 
получить всЪ рьшенйя этого типа. Между прочимъ, весьма ин- 
тересно рЪшене такого вида: 


3 " 
ие з 3 8 ке 26 
81=8° --* (тез ЖЗ У, 
гдЪ число 81 написано по систем счислешя съ основашемъ 


378. На этомъ ПримВрЪ отчетливо выступаеть преимущество 
изложеннаго метода: едва ли кому-нибудь пришло бы вь го- 
лову это рЪшен!е, если бы онъ не улавливаль его сфтями си- 
стематическаго метода. 

Намъ остается разсмотрЪть остальные два приема. 

В. Приписыване троекъ одна къ другой даеть слФдующия 
р меня: 


31=88—8 з ; 81=38 —84158 


84 = 88 и 815288 БВ, 


Эти р»шеня вфрны при всякой систем счисленйя. 
Изь другихъ рзшенй этого типа весьма интересны мА 
ющя— по 4-ричной системЪ: 


31=3Х 3,(8)-Е з и 31=3Х 3,(3) 18,3. 


ЗдЪсь выражеше 3,(3) означаеть «три цфлыхь и три въ 





* 53 
перюдЪ»> и равно, по 4-ричной систем, 35, т. е. 4. 


(. Этотъ способъ, т. е. пользоване всевозможными матема- 
тическими символами—знаками факультета (!), знаками триго- 
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нометрическихь функщй и круговыхъ (3т., агсзее. и т. д.), 


производной ('), дифференщала (4), интеграла ( у ), символами 


теори соединенй (А — число размфщенй, Р — перестановокъ, 
С сочетанй) и т. п.—открываеть безпредфльное поле изобрф- 
тательности р‚ёшающаго. Приводить эти рЪшен1я мы не станемъ, 
такъ какъ въ сочетани съ предыдущими двумя этоть пруемъ 
даеть задачЪ неопредфленное множество рьшенй. ОтдЪльные же 
примфры подыскать очень легко, и мы предоставляемъ это чи- 
тателю. 





ВЪ ЦАРСТВ СМЕБАЛКИ. 


— 





Сто тысячъ за доказательство теоремы, 


Осенью 1907 года въ Дарматадт скончался математику 
Пауль Вольфскель (\Мо ев), оставивший не совсЪмъ обычное 
завЪщан!е: капиталъь въ 100,000 марокъ онъ завфщаль тому, 
кто докажеть одну теорему изъ теори чиселъ, — теорему, из- 
вЪстную Подъ названтемь «великой теоремы (или великаго пред- 
ложеншя) Ферма». > 

Теорема, за доказательство которой предлагается такой огром- 
ный гонораръ, очень проста и можеть быть изложена въ не- 
многихь словахъ: сумма одинаковыхъ степеней двухъ цфлыхъь 
чиселъь не можеть быть тою же степенью третьяго цзлаго числа, 
если степень больше двухъ. Другими словами, уравненте: 

РТ 
неразрфшимо въ цфлыхъ числахъ, если % >> 2. 

Для случая, когда ®==2, такое уравнеше разрЪшимо (это 
такъ называемая ‘задача о Пиеагоровыхъ треугольникахъ, раз- 
смотр$нныхъ нами при рзшенш задачи 10-0й). 

Но вамъ никогда не удастся подобрать таюя два числа, 
чтобы сумма ихъ кубовъ была тоже кубомъ, или сумма 4-тыхъ сте- 
пеней была сама 4-ой степенью, и т. д. 

- Въ этомъ и состоить теорема, именуемая ‹«великимъ пред- 
ложенмемъ Ферма». Какъ ни проста она съ виду, но строгаго 
доказательства ея въ математикЪ еще не существуетъ. 

Не мало великихъ математиковь въ свое время трудились 
надъ доказательствомъ этой неподатливой теоремы, высказанной 
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Ферма болфе двухъ съ половиной вЪковъ тому назадъ,—и ни- 
кому еще не удалось найти общее, строгое ея доказательство 
для веЪхь степеней выше второй. И если теперь’ искомое до- 
казательство оцфнено такой огромной суммой, то оно вполнЪ% 
заслужило это за свою упорную неуловимость для самыхъ силь- 
ныхЪ математическихь умовъ. 

Нельзя сказаль, чтобы это доказательство было очень ужъ 
важно для’науки. Гауссь, одинъ изъ величайшихь математи- 
ковъ всЪхъ временъ, относился къ теорем Ферма довольно 
пренебрежительно. «Признаюсь —писаль онъ своему прятелю — 
что Ферматова теорема, какъ изолированное предложение, для 
меня большого интереса не представляеть, ибо легко можно 
придумаль множество подобныхь предложенй, которыхъ-нельзя 
ни доказать, пи опровергнуть». 

И, т$мъ не менЪе, лучпие математики (да и самъ Гауссь) 
бились надъ ея доказательствомъ. Конечно, дфлалось это не- 
спроста: Ферматова теорема имфеть свою крайне любопытную 
историю. Она, можно сказать, прямо заинтриговала малематиковъ. 

Ея авторъ, Пьеръ Ферма (Еегтаф, 1601 — 1665), юристь 
по профеессш, совфтникъ 'Тулузскаго парламента по положен!ю, 
поэть и ученый въ душЪ, занимался математикой лишь между 
прочимъ, для развлечения. Это не мЪфшало, однако, ему сдф- 
лать цфлый рядъ огромной важности открыт!й, справедливо окру-. 
жившихъ его славой ген!альнаго математика. Онъ почти не пе- 
чаталъ своихъ трудовъ, а сообщалъ ихъ въ письмахъ къ своимъ 
друзьямъ, среди которыхъ были таке ученые, какь оба Па- 
скаля, Роберваль, Декарть, Гюйгенсь и др. ЦФлый рядъ тео- 
ремъ изъ области теорли чисель разбросанъ этимъ генальнымь 
диллетантомъ... на поляхъ одной греческой книги! Впрочемъ, 
авторомъ сочиневя, которому посчастливилось служить запис- 
ной книжкой для Ферма, быль никто иной, какъь не менЪе` 
знаменитый александрйсюй малематикъ Дюфанть, также зани- 
мавиийся теорйей чиселъ '). Мномя изъ теоремъ, найденныхъ 


1) О жизни этой загадочной личности намь известно очень мало. Невоз- 
можно даже съ точностью установить вкъ, когда онъ жильь: съ увфренностью 
можно указать лишь на промежутокъ времени отъ 180 г. до Р. Х. до 870 г. 
послв Р. Хр. см. въ «ЦарствЪ Смекалки», книга 3-я. 

1* 
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Ферма, записывались имъ безь доказательствъ. эти доказатель- 
ства такъ до нась и не дошли. Но впослЪфдетьш всЪ его тео- 
ремы были строго доказаны позднфйшими математиками, всЪ 
кром$ одной,—той самой, о которой у насъ сейчасъ идеть рЪчь. 

Упомянутая замфтка на поляхъ книги Дюфанта написана 
противъ того мЪста текста, гдЪ александрИйсвй математикъ 
говорить о разложен!и полнаго квадрата на сумму двухъ ква- 
дратовъ. Вотъ буквальный переводъ того, что Ферма записалъ 
сбоку, на поляхъ: 

«Между тЪмъ, совершенно невозможно разложить 
полный кубъ на сумму двухъ кубовъ, четвертую сте- 
пень на сумму двухъ четвертыхъ степеней, вообще ка- 
кую либо степень на сумму двухъ степеней съ тЪмъ 
же показателемъ. Я нашелъ поистин$ удивительное 
доказательство этого предложеня, но здБсь слишкомъ, 

.мало мЪста, чтобы его помЪстить». 

Въ чемъ состояло это «поистинЪ удивительное» доказатель- 
ство,—никто теперь не знаель. Но въ то же время ни одинъ 
математикъ не сомнфвается, что такое доказательство — дЪй- 
ствительно было найдено Ферма, и что оно было вЪрно. Не та- 
ковь быль человЪкъ Пьеръ Ферма, чтобы покривить душой, и 
не таковъ онъ былъ математикъ, чтобы ошибалься. ВФдь всЪ 
друмя теоремы, высказанныя имъ безъ доказательства, были 
доказаны позднфйшими математиками. Такова, напримЪръ, тео- 
рема: «каждое простое число вида 4и-|-1 есть сумма двухъ 
квадратовъ». Она дана была Ферма безъ доказательства, но 
сто лЪть спустя Эйлерь нашель—довольно сложное и трудное— 
доказательство ея. 

Кажущееся исключене, бросающее, повидимому, тзнь на 
репутащю Ферма, какъ непогрфшимаго теоретика чисель, с0- 
ставляеть слфдуюцщий случай. Ферма высказаль теорему, что 
всякое число вида: 

т 
я 1 
есть простое число. Въ течеше цфлаго столфмя не возникало 
сомнЪвЙ вь ея правильности. Но воть другой ген!й теорйи чи- 
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сель, Эйлеръ, доказалъ, что теорема вфрна лишь для ® >> 382, 
и что уже при #==32 получается число: 


4 294 967 297, 


которое не простое, а составное, ибо дЪфлится безъ остатка на 641. 

Однако это не только не подрываетъь вфры въ добросовЪет- 
ность Ферма, но, напротивъ, скорзе даже утверждаеть ее. ДЪло 
въ томъ, что и самъ Ферма сомнЪвался въ абсолютной вЪрно- 
сти этой теоремы и откровенно заявлялъ, что ему еще не уда- 
лось дать исчерпывающее доказательство ея. «Доказательство 
очень кропотливо—говорить онъ—и долженъ признаться, что я 
еще не довель его до удовлетворительнаго завершения». 

ПослЪ этого едва ли можно еще сомнфваться въ томъ, что 
Ферма дЪйствительно доказалъ свое «великое предложене». А 
если такъ, то вполнф возможно, что кому-нибудь посчастливится 
подыскать доказательство этой теоремы и сдфлаться обладате- 
лемъ кругленькой суммы въ 100000 марокъ. 

Маленькая историческая справка покажетъ, впрочемъ, что 
эти 100000 едва ли попадутъь въ руки зауряднаго математика. 
Воть кратый перечень того, что уже сдЪлано въ этомъ напра- 
влени. 

Прежде всего легко доказать, что если теорема справедлива 
для показателя и, то она справедлива также и для всякаго 
другого показателя, кратнаго 2. Значить, все дЪло въ томъ, 
чтобы доказать справедливость теоремы для всякаго простого 
показателя. Для суммы кубовъ теорема доказана была еще древ- 
ними арабами. Для ®=4 ее доказалъь Эйлеръ. Для я == 5—до- 
казали Гауссь и Дирихле. Для п ==7 —доказаль Ламе. Нако- 
нецъ Куммерь доказалъ ее для всякаго показателя, меньшаго 100. 

Такимъ образомъ, для многихъ частныхъ случаевъ теорема, 
Ферма доказана. Но у Ферма было общее доказательство ея, 
для всякаго й#,.и это-то общее доказательство требуется найти. 
При этомъ достойно быть отм$чено, что мноме позднЪйпие ма- 
тематики (Эйлеръ, Куммеръ), доказывая частные случаи Ферма- 
товой теоремы, пользуются такими пр!емами, которые далеко 
выходять за предфлы элементарной математики и которые сва- 
мому Ферма не могли быть извёстны. Очевидно, генальный 
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французсюй математикъ шель какимъ-то совершенно особымъ 
путемъ, ускользнувшимъ изъ поля зрфня позднфйшихъ мате- 
матиковъ. р 

Прежде чЪмъ кончить эту главу, считаемъ не лишнимъ 
сказать нЪфсколько словъ по поводу слуховъ о томъ, будто «ве- 
ликое предложене Ферма» доказано недавно русскимъ реали- 
стомъ. Въ ноябрЪ 1908-го года русскя газеты облетфло те- 
леграфное извЪсме, что «юному бфлостокскому реалисту Ч. по- 
счастливилось доказать такъ наз. великое предложене Ферма» '). 
Газеты прибавляли даже, что доказательство это одобрено спе- 
щальной конференщей Петербургской Академт Наукъ. Опро- 
вёрженшй со стороны Академи Наукъ не послфдовало, и такъ 
какъ слухъ затЪмъ заглохъ, то у широкихъ круговъ общества, 
такъ и осталось убЪждене, что наслфдетво Вольфскеля пере- 
шло къ бфлостокскому реалисту. 

Ученый лЪсоводъ Я. И. Перельманъ любезно сообщиль 
намъ по этому поводы свЪфдфя изъ первыхъ рукъ. ВекорЪ 
послЪ опубликования въ иностранной печати зав щантя Вольфс- 
келя— осенью 1907 года—г.’Перельманъ помЪстилъ небольшую 
статью о Ферматовой теоремф и стотысячной преми въ жур- 
нал «Природа и Люди». Наружная простота самой теоремы 
и перспектива получешя цфлаго капитала сдЪфлали то, что тео-, 
рема сразу же стала извЪстна въ болышой публик, и мноме 
тысячи любителей засфли за отыскане неуловимаго доказатель- 
ства. Въ редакщю журнала полетЪли запросы объ адрес того 
нфмецкаго научнаго общества, которое присуждаеть преми 
(655 Нпхег безе зева 4ег У 1ззепзсваНет). Сотни людей утвер- 
ждали, что они уже нашли требуемое доказательство и боятся 
лишь, какъ бы друме ихъ не упредили и не перехватили при- 
читаюцияся имъ сто тысячъ марокъ. 

Буй вотъ, въ разгаръ всей этой «математической лихорадки» 
появляется въ газетахъ слухъ объ упомянутомъ выше бЪфлосток- 
скомъ реалистЪ Ч. и объ одобрен1и его доказательства Академтей 
Наукъ. Редакщя названнаго журнала наводить справку въ Ака- 
деми Наукъ и получаетъ отвЪтъ, что «сообщеше о г. Ч. предета- 


т) «Русское Слово» 25. ХТ. 1908. 
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вляется явнымъ недоразумьшемъ». ДЪло обстояло такъ. Г. Ч. 
изъ БЪфлостока, дЪйствительно, послаль въ Академю Наукъ 
свое «доказательство» Фермаловой теоремы и, дЪйствительно, 
получиль оть непремЪфннаго секретаря Академ отвЪтъ, кото- 
рый юный математикъь принялъ, по наивности, за одобрене 
его доказалельства. Вотъ текстъ этого отвЪта: 

«ИмЪю честь, по порученю Конференци Императорской 
Академи Наукъ, сообщить Вамъ, что присланное Вами руко-. 
писное доказательство теоремы Фермата передано въ Г Отд?- 
ленте Библиотеки Академии. 

«Пересылка сего доказательства въ Геттингенъ не предста- 
вляется возможною, ибо на премю, о которой Вы упоминаете, 
работы не могутъ быть представляемы авторами, а отм$чаются 
самою Комисаею, присуждающею премю. Примите и проч.». 

Не зная, что Академя по уставу обязана хранить въ своей 
бибмюотекЪ всякую поступившую въ нее книгу или рукопись, 
молодой математикъ и окружаюнцие его поняли бумагу, вЪроятно, 
въ томъ смыслЪ, что Академя, очевидно, одобрила доказалель- 
ство, разъ она постановила хранить его въ библютекЪ (Между 
т$мъ, Академя даже не разсматривала его по существу). От- 
сюда и пошелъ упомянутый сенсацюнный слухъ. 

Думаемъ, что еще не мало лЪть пройдетъ, прежде чЪмъ 
придется тронуть капиталъ, завзщанный нЪфмецкимъ малемали- 
комъ, а впрочемъ,—кто знаеть!.. Во всякомъ случаЪ читатель 
не потеряеть времени даромъ, въ смысл расширения своихъ 
математическихь познай и навыковъ, если внимательно зай- 
мется знаменитой задачей Ферма. 








Изъ обпаети изученя чиеелъ. 


Задача, 50-я. 


Быстрое возвышен!е въ квадратъ, 


Существуетъ очень простой пруемъ для устнаго быстраго возвы- 
шения въ квадратъ двухзначныхъ чиселъ, окончивающихся на 5: 

Нужно цифры десятковъ умножить на ближайшее 
высшее число и къ произведешю приписать 25. 

Такъ, напр. 35° = 1225, т. е. 25 приписано ‘къ произве- 
яешю 8Ж4; 85° =7225, т. е. 25 приписано къ произведению 
Зо Фи 





Доказательство. 

Нетрудно объяснить, на чемъ основанъ этоть шуемъ. Вся- 
кое. число, оканчивающееся на 5, можно выразить черезъ 
10а--5, гдЪ а- число десятковъ. Квадрать этого числа выра- 
витея черезъ 

(10а-- 5)? = 100а* -|-2.5.10а-- 25 = 100а? + 100а- 55. 

Вынеся 1004 за скобки, имЗемъ 

100а (а 1-15, 
ИЛИ а(а-—- 1).100-- 25. 


Отсюда ясно, что нужно число десятковъ а умножить на 
ближайшее высшее число {а -|- 1), и къ результату приписать 25. 
ТЪмъ же пртемомь можно пользоваться и не для однихъ 
двухзначныхъ чиеелъ,— но, конечно, въ этомъ случа не всегда, 
легко производить нужное перемножене въ умЪ. Но и при 
умноженти на бумаг пользоваше этимъ премомъ создаеть эко- 
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номпю во времени. Такъ 105 == 11025 (т. е. 25 приписано къ 
произведеню 10Х 11). 


Особенные случаи умножения. _ 


НЪкоторыя особенности чиселъь находятся въ прямой зави- 
симости отъ принятой нами десятичной системы ихъ обозначе- 
ня. ОнЪ легко запоминаются, интересны и могуть пригодиться 
для практическихь и теоретическихъь приложенй. Иъ числу 
важнфйшихъ изъ нихъ относится сумма цифръ везхъ чиселъ, 
получаемыхъ въ таблицф уножентя на 9. 


С 9 
9Х 2= 18; 14 8=9 


9х 3= 27; 24+7=9 
9Х 4= 36; 3+6=9 
9Х 5= 45; 4415=9 


95 хи = 99; 99—18; 118—=9 
9х 12 = 108; 11018 =9 
9--18=117; 141 7=9 

и д. 

Воть нЪеколько интересныхъ образчиковъ умноженйй, кото- 
рые легко удерживаются въ памяти, благодаря своему внЪфш- 
нему виду. 

ХЕ 

12 х9 т 9-Я 

128Ж9-+4=1111 
Г 95—11 111 
12 845 Х9-Е 6 =111 111 
123 456 Х9-+7=1111 111 
1234067 ЖХ9-Е8= На 
12 345 678 Ж 9-9 = 111 111111 


+06 





9Ж9--7=88 
98 Ж9-6—=888 Е 
987 Х9-5=8 888 
9 876 Ж9+14—=88 888 “ 
98 765 х 9-3 =888 888 
987 654 Ж9--2=8 888 888 
9 876 548 Х9-1= 88 888 888 
98 765 432 Х 9-10 =888 888 888 


1Ж841=9 
12Ж8--2—=98 
123 Ж8-3=987 
1234%844=9 876 
12 345 8+ 5=98 765 
128 456 8-6 —987 654 
1234 567 8-1 7=9876 543 
12 345 678 8-8 =98 765 432 
123 456 789 х8-Ё9=987 654 321 


“Число, состоящее изъ всЪхъ значащихъ цифръ кромф 8, 
написанныхъ въ послфдовательномъ порядк%, при умножени на 
8, а также на 9 и на числа кратныя 9 (18, 27, 36 и т.), даеть 
_ нижесльдующие интересные и легко запоминаемые результаты: 


12 345 679Ж 8= 98765 432 
12.345.679х. 9— Чт ИТ 
12 345 679 Х 18 — 222 222 222 
12 345 679 Х 27 — 333 333 333 
12 345 679 Х 36 — 444 444 444 
12 345 679 Х 45 —555 555 555 
12 345 679 Х 54 — 666 666 666 
12 345 679 Хх 63 —=777 777 7717 
12 3845 679 Х 72 = 888 888 888 
12 345 679 Хх 81 =999 999 999 
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Девять, 


Интересныя свойства числа 9 часто примфняются въ ариеме- 
тикЪ какъ для теоретическихъ изысканй и практическихь дЪй- 
ствй, такъ и для составленя различныхьъ занимательныхъ за- 
дачъ, или такъ называемыхъ «головоломокъ». Въ отдЪлЪ уга- 
дыванье чиселъ» въ первой книгф «Смекалки» мы уже ши- 
роко пользовались девяткой. Распространено также практи- 
ческое примфнеше девятки для повзрки умноженя и дФленя. 
Основано оно на томъ свойствф всякаго числа, что остатокъ, 
получаемый отъ дфленйя числа на девять, всегда равенъ остатку 
оть дфленя на 9 суммы цифръ этого числа. Укажемъ здЪсь 
еще нЪсколько интересныхъ примневй этого числа. 


Прежде всего нетрудно убфдиться, что если мы напишемъ 
произвольное двузначное число, а затфмъ напишемъ цифры 
этого же числа въ обратномъ порядкЪ и возьмемъ разность по- 
лученныхъ чиселъ, то эта разность всегда раздФлится на 9. 

Наприм. 72 — 27 —=45; 92 —29 = 63, 63 — 36 = 27 ит. д. 
Вообще ясно, что (10а-- 5)— (106 а)=9 (а— 6), т. е. по- 
лучается число, дфлящееся на 9 (КромЪ того разность эта 
равна произведению 9 на разность цифръ даннаго двузначнаго 
числа). 

Знанше этой особенности можеть принести практическую 
пользу, напр., многимъ бухгалтерамъ. Въ двойной бухгалтер 
случаются иногда ошибки, происходяния отъ перестановки цифръ, 
въ числахъ. Такъ, напр., бухгалтеръ можеть вписать въ сто- 
рону, скажемъ, «дебета»: 4 р. 38 к., а вЪ «кредитЪ» по ошибк® 
поставить 4 р. 33 к., т.е. число, состоящее изъ тЪхъ же цифръ 
но двф изъ нихъ переставлены. Если другихъ ошибокъ нЪтъ, 
то при подведении баланса между дебетомъ и кредитомъ всегда 
будеть выходить такая разница, которая дЪфлится на 9. Обра- 
тивъ на это вниман!е, бухгалтеръ тотчасъ долженъ справиться, 
не перепутаны ли гдф цифры. 


108 
‘Задача, 51-я. 


Попросите кого-либо написать какое угодное число 
изъ трехь цифръ, но только ‘такое, чтобы крайн!я 
пифры были различны. Пусть потомъ онъ возьметъ это 
число наоборотъ, т. е. переставить въ иемъ крайня 
цифры, и вычтетъ одно число изъ другого. Полученная 
разность всегда дфлится на 9, и вы можете всегда 
сказать впередъ, каково будетъ частное. 


ы Ршен:е. 


НапримЪръ, если взято сначала число 845, то 845 —548 = 
—297; 297 :9—=33, т. е. разнииь между первой и послъдней 
цифрой взятало числа, умноженной па 11. | 

Чтобы доказать это правило для всякаго трехзначнаго числа, 
въ которомъ первая и послфдняя цифра различны, обозначимъ 
черезъь а, 6 и с соотвЪтственно цифры сотенъ, десятковъ и 
единицъ числа. Тогда взятое число есть 


100а-- 106 Ес, 
а написанное наоборотъ: 


1006 = 106 -Р а. 


| 


Вычитая одно изъ другого и дЪля на 9, имфемъ: 


100а-- 106 с — (100е -- 106 а) _ 99 (а — с) 
9 $ э 





= 11 (а — с). 


Итакъ, какое бы трехзначное число ни написалъ кто-либо, 
вы, взявъ разность между крайними цифрами и помноживъ ее 
на 11, тотчасъ говорите частное, которое получится оть дЪле- 
шя на 9 разности между взятымъ числомъ и тфмъ же числомъ, 
написаннымъ наоборотъ. 


Предыдущую задачу можно предложить въ еще болфе за- 
нимательномъ, въ особенности для дфтей, варантф. 
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Напишите на бумажкЪ число 1089, вложите бумажку 
въ конвертъ и запечатайте его. ЗатБмъ скажите кому- 
либо, давъ ему этотъ конвертъ, написать на немъ въ 
рядъ три любыя цифры, но такмя, чтобы крайня изъ 
нихъ были различны и разнились бы между собою бо- 
лЪе, чфмъ на единицу. Пусть зат$мъ это число онъ 
напишетъ наоборотъ и вычтетъ изъ болынаго мень- 
шее. Получится н$фкоторое число. Пусть подъ этимъ 
числомъ онъ подпишетъ его же, но наоборотъ, т. е. 
переставивъ крайн!я цифры, и сложитъ оба числа. Когда 
онъ получитъ сумму, предложите ему вскрыть конвертъ. 
Тамъ онъ найдетъ бумажку съ числомъ 1089, кото- 
рое, къ его удивлешю, и есть точь-въ-точь получен- 
ное имъ число. 

НапримЪръ: Пусть онъ напишеть 713; взявъ наоборотъ, 
получаемъ 317; 713 — 317 =396; 396 -- 693 = 1089. Тотъ же 
результать получится, какъ легко видфть, и для всякаго такого 
трехзначнаго числа, въ которомъ первая и послфдняя цифры раз- 
личны, и разность этихъ цифръ больше единицы. 

Боле распространены слфдуюция три «головоломки» съ чи- 
сломъ 9. ВеЪ онЪ основаны на томъ, что остатокъ, получаемый ` 
при дзлен!и числа на 9, всегда равенъ остатку, получаемому 
оть дЪленя на 9 суммы цифръ этого числа. 


Задача 52-я. 


Возьмите, не говоря мнЪБ ничего, любое двузнач- 
ное число, переставьте въ немъ цифры и вычтите боль- 
шее число изъ менышаго. Скажите теперь только одну 
цифру полученной разности, и я скажу вамъ тотчасъ 
другую. 

Ршенте. 

Если кто скажеть вамъ любую одну цифру, то другая бу- 
деть дополнительная сказанной до 9-ти. Такъ что, если кто- 
либо скажеть вамъ послЪ того, какъ вычтеть одно число изъ 
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другого, что одна цифра разности 6, то вы тотчаеъ ему. гово- 

рите, что другая есть 3 и т.д. Доказалельство этого настолько 
” д 

легко, что читатель справится съ нимъ безь затруднений. 


- 


Задача 53-я. 


Возьмите, не говоря ничего мнЪ, число изъ трехъ 
или болЪе цифръ, раздЪлите его на 9 и скажите мнЪ 
только остатокъ, который получится отъ такого дЪ- 
леня. Зачеркните теперь во взятомъ вами числЪ ка- 
кую-либо цифру (но не нуль) и опять скажите мнЪ 
остатокъ оть дфлевшя на 9 числа, полученнаго послЪ 
зачеркивания цифры, и я тотчасъ назову зачеркнутую 
‘вами цифру. | 
Рушен1е. 


Изъ перваго остатка надо вычесть второй остатокъ, если же 
онъ больше, то къ первому остатку надо прибавить’ девять, и 
изь полученной суммы вычесть 2-й остатокъ, тогда всегда и 
получится зачеркнутая цифра. Читатель легко можеть доказать 
это самъ. 


Задача 54-я. 


Напишите число съ пропущенной цифрой, и я тот- 
часъ вставлю туда такую цифру, что число точно раз- 
дфлится на 9. 

Ръшеше, 


Пусть, напримЪръ, кто либо напишеть съ пропускомъ рядъ 
цифрь 728 57. Тогда, отбрасывая оть суммы цифръ ве де- 
вятки, кавя возможно, получаемъ въ осталкЪ 2, но 9 —2=7. 
Значитъь на пустое мЪсто надо поставить цифру 7. Доказатель- 
ство очевидно. 

Задачу эту, какъ и предыдуция, можно всячески разнообразить. 
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НЪкоторые числовые курьезы, 


Въ главЪ о нЪфкоторыхъ особенныхъ случаяхь умноженя 
мы уже показали, что легко получить и запомнить результаты 
нЪкоторыхъ перемножений. Очень легко также запомнить квадраты 
такихь чиселъ, какъ 11, 111, 1111 ит. д. А именно: 


12 Ш = 19390 1111 =1234а32 ам 


Нетрудно убЪдиться, что эти полученныя отъ возвышен!я въ. 
квадратъ числа: 121, 12321, 1234 321, 123 454 321 ит. д. въ 
въ свою очередь отличаются любопытными свойствами. Такъ, 
разсматривая .сумму ихъ цифръ, замфчаемъ прежде всего, что 


Же. 

а з--2--1= 9=37 

ОЕ 34-68-91 162=4 

1-22 8--4- 54-23-19 1=95 = 5? 


ит. д. (Ср. задачу о пиеагорейскомъ круг, стр. 81). 

КромЪ того каждое изъ этихъ чисель можно представить въ 
видЪ нижеслфдующихъ интересныхъ по форм неправильныхъ 
дробей: 








и а 
11 = арг 12321 = ово т, 
4444 Х 4444 | 
роза ра рат 
55 555 Х 55 555 
23454321 = 
а вата Ва 
и т. д. 


0 числахъ 37 и 41. 


Число 37 обладаеть многими любопытными свойствами. 
Такъ, умноженное на 3 и на числа кратныя 3 (до 27. вклю- 
чительно), оно даеть произведевя, изображаемыя одной какой- 
либо цифрой: 
37Х 3=111:37Х 6=222; 37 Х 9=333; 31 Х 12 = 446 
37 Х 16 =555; 37 Хх 18 = 666; 37 Х 21=1777; 37 х 24 = 888; 
37 Х 27=999. 
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Произведене отъ умноженя 37 на сумму его ПирЕ рав- 
няется сумм кубовъ тфхь же а ре 


37 (8-7) — 38178 — 370, 


Если въ числЪ 37 взять сумму квадратовъ его цифръ и 
вычесть изъ этой суммы ‘произведенте тЪхь же цифръ, то опять 
получимь 57: 

(35° 7*)—3.7 =37. 


Но едва ли не самымъ интереснымъ свойствомъ числа 37 
является то, что нЪкоторыя кратныя ему числа при круговой 
перестановкв входящихъь въ нихъь цифръ дають опять-таки 
` числа `кратныя 37. Наприм.: 


РОТ 
592 =16 Х 37 
925 —25 Х 37. 


То же самое вЪрно относительно чиселъь 185, 518, 851 и 
чисель 296, 629, 962. ВсЪ эти числа состоять изъ тЪхъь же 
цифръ, только переставляемыхъ въ круговомъ порядкЪ, и всЪ 
они кратны 37. 

Подобнымъ же свойствомъ отличаются и нЪФкоторыя числа 
кратныя 41. Такъ, числа: 


17 589; 75 891; 58 917; 89 175 и 91758, 


какъ легко провфрить, веЪ кратны 41 и каждое получается 
изъ предыдущаго путемъ только одной круговой перестановки 
входящихь въ число цифръ. 


Числа 1375, 1376 и 1377. 


Написанныя выше три осльдовалтельныхь числа, кажется, 
суть наименьшия изъ такихъ, что каждое дфлится на кубъ в 
котораго числа, отличнаго оть единицы: 1375 дфлится на 53 
1376—на 23 и 1377—на 33. 


Степени чиселъ, состоящёя изъ однЪхъ и т5хъ же цифръ. 


Воть нЪсколько послфдовательныхь чиселъ, квадраты ко- 
торыхъ пишутся тЪми же цифрами, но только въ измфненномъ 
порядкЪ: 

13? = 169; 157? =94 649; 913? = 
14? — 196; 158? = 24 964; 


833 569. 
914" —=835 396. 

Изь однихъ и тьхъ же’ цифръ, написанных въ разномъ 
порядкЪ, состоять кубы слфдующихъ чиселъ: 

3453 —41 063.625; 3313=36 264 691; 
3843 —=056 623 104; 4063 — 66 923 416. 
4053 —66 430 125; 

СлЪдующая пара чиселъ представляеть ту особенность, что и 
квадраты ихъ квадратовъ также состоять изь однЪфхъ и тЪхъ же 
цифръ, только написаннныхъ въ иномъ порядк?: 

32'=1 024 3241—1048 576 
49: —=2 401 491 —5 764 801. 


Квадраты чиселъ, не содержащее однъхъ и ТхЪ же цифръ, 


15.—Ивадраты чисель, состояшие изъ девяти различныхъ 
цифръ: 

11 826° — 139 854 276 

12 363" —= 152 843 769 

12 543* = 1657 326 849 

14 676* = 215 384 976 


23 439" = 549 386 721 
24 237" —= 587 432 169 
24 216* = 589 324 176 
24 441? —= 597 362 481 


15 681 = 245 893 761 
15 963" — 254 817 369 
18 072* —=326 597 184 
19 0232 = 361 874 529 
19 377: —= 375 468 129 
19 569? —=382 945 761 
19 629? == 385 297 641 
20 316? —=412 739 856 
22 887—593 314 769 
23 019: =529 874 301 
23 1782 —537 219 684 


ВЪ ЦАРСТВ СМЕБАЛБИ. 


24 807? = 615 387 249 
25 059* = 627 953 481 
25 572* = 653 927 184 
25 941? — 672 935 и 
26 409? — 697 435 23 





26 733° = 714 653 в 
27 129" =735 982 641 
ле — 743 8165 29 


9 034" =842 973 156 
29 106* —= 847 159 236 
30 384* =923 187 456 
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2°.—вадраты чиселъ, состоящие изъ десяти разныхъ цифръ: 


32 0432 —=1 026 753 849 45 624" —=2 081 549 376 
32 286? —=1.042 385 796 » 655 44162 =3 074 258 916 
33 1442 —1 098 524 736 ` 68763? =4 728 350 169 
35 1722—1237 069 584 83 9192 —7 042 398 561 
39 1472 =1 532 487 609 99 0662 —9 814 072 356 





Все разныя цифры. 


Если число 123 456 789 умножить на всякое цфлое число 
меньшее, ч$мъ 9, и первое съ нимъ, т. е. на числа 2, 4, 5, 7, 
8, то каждое полученное произведеше будеть состоять изъ 9-ти 
различных цифуръ. 


Въ слфдующемъ вычитан!и: 
_ 987 654 321 
123 456 789 
. 864 197 532 
уменьшаемое, вычитаемое и разность — каждое состоить изъ 
девяти различныхъ цифръ. 


Числа, отличающиеся оть своихъ логариемовъ только мстомъ 
запятой, опредфляющей десятичные знаки, 


ИзслЪдованями объ отыскани подобнаго рода чисель зани- 
мались въ особенности знаменитый Эйлерь и ангийсяй про- 
фессорь Тэтъ. Ниже мы даемъ только три примЪра подобныхъ 
чисель, обращая внимане на то, что рядъ ихь можеть быть 
продолженъ неопредФленно далеко. 


109 1,3 712 886 742 = 0,13 712 886 749 
04 237,5 812 087 593 = 2,375 812 087 598 
109 3 550,2 601 815 365 —3,5 502 601 815 865 


Круговыя числа, 


Число 142 357 отличается многими замфчательными свой- 
ствами. Если его умножаль на послфдовательныя чиела 2, 3, 
4, 5 и 6, то полученныя произведенмя бу- 
дуть состоять изъ тЪхъ же цифръ, что и само 1 
число, только переставленныхь въ круговомь 7 4 
порядкЪ. Другими словами: вс эти произ- 
веденшя можно получить изъ представленнаго 


здЪеь круга, читая всЪ числа подъ-рядъ, въ на- 5 2 
правленти движен!я часовой стрфлки, но ка- 8 
ждый разъ начиная съ другой цифры: Фиг. 81. 
2Х 142857 —= 2851714 
8) > —, ‘428 571 
4х » — 071428 
5х ==: 114.285 
6х » — 857 142 
1-4 » — 999 999 
8х › = 1112856. 


При умножени числа на 7 получается, какъ видимъ, шесть 
девятокъ, при умножени же на 8 получается уже семизначное 
число 1 142 856. Это послфднее замфчательно тфмъ, что, при- 
ложивъ его первую цифру (1) къ послфдней (6), получимъ опять 
данное число 142 857. Велфдъ за этимъ умножешя на даль- 
нЪйпия числа даютъ тоть же результать, т. е. мы получаемъ 
опять числа, написанныя цифрами 1, 4, 2, 8, 5, Ти вь ука- 
ганномъ круговомъ порядкЪ, если в5 получаемыхь семизнач- 
ныхь числах будемь первую цифру переносить назадь и при- 
‚ бавлялтть кз послъдней. Въ самомъ дЪлЪ: 


ЭХ 142 857 —= 1285 713 (285 714) 


10% › = 1428570 (428 571) 
Их › = 1571497 (571 498) 
3х › = 3985711 (285 714) 
895. >: 119714973. 


8* 
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ЭЗдЪеь опять слФдуеть отмЪтить, что, умножая на 89, мы 
получаемъ уже 8-ми значное число, но если въ немъ двЪ пер- 
выя цифры (12) придать къ двумъ поелфднимъ (73), то опять 
получимъ число, состоящее изъ тЪхь же цифръ, что и взятое 
начальное, но написанное въ*иномъ порядкЪ, а именно: 714 285. 
Точно также: 

856 Х 142 857 — 50 857 092 (получаемъ чиело 
357 142, если приложимь 50 къ 092) 


Чо же за «особенное» такое число 142 357, и вь чемъ 
секреть его особенности? 


‚ Ключь кь уразумфню всЪхъ особенностей этого числа даеть 
то именно, якобы, «исключене», которое нарушаеть приведенный 
выше круговой порядокъ, а именно, произведене 7х 142 857— 
==:'999 999. 


у 1 
Число 142 857 есть, какъ оказывается, %ер10дз дроби > если 


ее представить въ видЪ десятичной дроби. 

_ Совершено тзми же свойствами будеть отличаться всяюмй 
другой «нолный» или «совершенный перюдъ», т. е. перюдъ, 
получаемый отъ обращеня въ десятичную простой дроби вида 


1 } 
$ (гдЪ р есть первоначальное число), и при томъ такой перюдъ, 


что число его цифръ ровно на единицу меньше, чфмъ показы- 
ваеть число знаменателя данной простой дроби. 


'Такимъ образомь свойствами числа 142857 будеть обла- 
1 й а: 
дать 1—0, (0 588 235 294 117 647). Въ самомъ дЪлЪ: 


2Ж06588 235...... = =1 176 470 588 235 294 


=! 


т. е. получаемь число, написанное тфми же цифрами, но въ 
иномъ круговомъ порядкЪ. И точно также: 
7Ж 0588 235...... = 4 117 647 058 823 529 


Вь то время, какъ 


17 Х 0588 230...... =9999 999 999999 999. 


Точно такими же свойствами будетъ отличаться перюдъ дроби 


1 
э9 — 0, (0 344 827 586 206 896 551 724 137 931), въ которомъ 


28 цифръ. 


Нетрудно доказать, что каждая обыкновенная дробь вида 
1 ы Я 
т гдф ]л есть первоначальное число, при обращенти въ деся- 


тичную дастъ пертодъ, въ которомъ должно быть меньше, ч$мъ 
ТР, десятичныхъ знаковъ. 

Въ самомъ дЪлЪ, при дфлени остатокъ всегда долженъ быть 
меньше дФлителя. Отсюда слЪФдуеть, что въ остаткахь при д- 
лени 1 на р для обращеня въ десятичную дробь можетъ по- 
лучиться только р — 1 различныхъ чиселъ, а затмъ процесеъ 
начнеть опять повторяться. . 


пы 
Такъ, папр., для извЪфетной уже намъ дроби я имфемь: 


1 з 2 6 4 5 

1 () == 0.14——0.142 = —= 0.1428 — = 0.14285 = = 

т=0,1 = 0,147 =0,142 7=0,1428 ==0,149857 
= од 1 я ы 
‚—0,142857,=... (лалыше, очевидно, начнется повтореше 


тЪхь же цифръ). 

Отеюда ясно, что если мы будемъ помножать число 142 857 
на 3, 2, 6, 4, 5, то мы будемъ получать перюдъ, начинающийся 
соотв тетвенно иосль 1-й, 2-й, 3-й, 4-й и 5-й цифры. 


ОтмЪтимъ еще слфдуюпия положеншя: 
: . в А е 1 
Если перюдъ, получающийся оть обращешя дроби РН 


—41 


2 





(гдЪ р есть простое число) въ десятичную, содержить ° 


цифръ, то при умножении этого пертода на веЪ множители отъ 

`’1 до р—1 всегда будемъ получать числа изъ = цифръ, 
при чемъ всЪ эти числа можно разбить на два ряда такихъ, что 
каждое число каждаго ряда можеть получаться изъ предыду- 
щаго путемъ только круговой перестановки цифръ. | 
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Для примфра будемъ обращать въ десятичную дробь а 


1 | 
Получается — = 0, (076923). Помножая число перюда на мно- 
Гас 


13 
жители 1, 2, 3,... 11, 12, находимъ: 

1Х 076 923 — 076 923 | 2х 076 928—158 846 

о ее 5хХ › =384 615 

О ей 6” ьл. ЗЕ Вай 

9%. >‘ =602307. | ТТХ озра08Ы 

102. 3,,—969.980 .|..ВЖ.. >, == 615.384 
о ПЕ 


х 


Возьмемъ снова уже извЪфстное намъ число, представляющее 
) 1 ь 
перюдъ дроби 2, Т. ©. число 142 857. Помимо извЪстныхъ уже 


намъ свойствъ оно обладаетъь и такимъ: разобъемъ его на двЪ 
половины по три цифры въ каждой и сложимъ эти части, най- 
демъ число, кратное 9-ти,. т. е. 


142-857 =999. 
Подобнымъ же свойствомъ отличается число, представля- 


, } 
ющее перюдъ 1 (см. выше) и т. п. То же относится и къ 


числамъ, полученнымъ нами выше изъ перюда 15. 


7 


: 1 
ТЪмъ не менфе, если мы найдемъ такой перюдъ дроби р’ 


7—1 —1 
который содержить” > “цифрь, и это посл$днее число = 
будетъ само вида 4и 3, то такой перюдъ нельзя, слФдова- 
тельно, раздзлить на 2 равныя половины, тдЪ каждая цифра 
дополнила бы соотвЪтствующую до 9. Но въ. такомъ случаЪ 


—1 1 : 
число — и оао до единицы } дастъ перюдъ тоже изъ 


2—1 } 1 
И цифръ, дополнительный перу > 
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НапримЪръ: 
1 
ст 0, (032 258 064 516 129) 
30 8 РР = 
Я 0, (967 741 935 483 870) 


Сумма — 0, (999 999 999 999 999) 


Полезное примфненге. 


Изъ указанныхъ выше особенностей извЪстнаго рода чиселъ 
можно извлечь нЪфкоторыя полезныя практическая примфненя. 
И прежде всего можно ввести значительныя упрощения и сокра- 


о : 1 
щеня въ вычислевя, когда мы И (р — первоначаль- 


ному числу) въ десятичную дробь. 

Въ такомъ случа, напедши нЪкоторое число десятичныхъ 
знаковъ, мы еще болфе значительную часть ихъ можемъ найти, 
умножая полученную уже часть частнаго на остатокъ. Для 
удобства вычисления процессъ дфленйя слфдуеть продолжать до 
тЪхъ поръ, пока осталокъ получится сравнительно небольшой. 


1 
Будемъ, наприм., обращать въ десятичную дробь 97: Начавъ 


дЪлен!е числителя на знаменатель, мы, положимъ, получимъ въ 
частномъ 0,01 030 927 835 и въ остаткЪ 5. Остатокъ невеликъ, 
и мы разсуждаемъ такъ: начиная съ послфдней полученной 
цифры частнаго, дальн®йпия цифры должны быть такя, каюя 


: 1 
получатся оть обращенйя въ десятичную дроби 97 › Умноженной 


на 5. Итакъ, умножая на 5 полученныя цифры частнаго (или 
прибавляя нуль справа и дЪля на 2), мы сразу получаемъ еще 
11 цифръ частнаго. 


Задача 55-я. 


Мгновенное умножене, 


Если вы въ достаточной степени внимательно отнеслись къ 
предыдущей главЪ и усвоили свойства повторяемости однихъ и 
тЪхъ же цифръ, которыми обладаютъ нфкоторыя числа, то это 
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доставить вамъ возможность производить надъ числами извЪетныя 
дЪйствя, которыя для непосвященнаго покажутся прямо пора- 
зительными. Такъ, напр., вы можете кому-либо предложить слф- 
дующее: : 

Я пишу множимое, а вы подписываете подъ нимъ 
какой хотите множитель изъ двухъ или трехъ цифръ, 
и Я тотчасъ же напишу вамъ произведене этихъ чи- 
селъ, начиная отъ лЪвой руки къ правой. 


Ръшен!е. 
Въ самомъ дЪфлЪ, вы напишете, какъ множимое, перюдъ 
дроби 7) Т. ©. число 142 857, о которомъ мы говорили въ пре- 


дыдущей главЪ. Предположимъ, что другой потребуетъ, чтобы 
вы это число умножили, напр., на 498. 
ДЪло, въ сущности, сводится къ тому, что вы это число 498 


1 г. 
мысленно умножается на 7) а затЪмъ мысленно же ооращаете 


въ перюдическую дробь, что при свойствахъ извЪетнаго вамъ 
перюда (142 857) совсЪмъ не трудно Поэтому, глядя на число 
493 
Я 





493, вы мысленно дЪфлите его на семь и получаете 


3 
=== 70. Слфдовательно, вы пишете 70, какъ дв первыя цифры 
искомаго произведеня (пишете слЪва направо). 
Э 1 7 
Теперь остается я т. ©. 3х 7 /› иначе говоря, — 5, умно- 


женное на перюдъ 142 $857, и вся задача заключается только 
въ томъ, чтобы опредфлить первую цифру, съ которой надо на- 
чиналь писать этоть перюдъ въ круговомъ порядкЪ. Разсужда- 
емъ такъ: 

Единицы множимаго, 7, на множитель, 3, даютъ въ произве- 
деши 21. Значитъ посл$дняя цифра въ искомомъ произведенти 
должна быть 1, а слЗдовательно, первой въ перюдф придется 
ближайшая слЪдующая, т.е. 4 (или находимъ 4, дЪфля 3 на 7). 
Итакъ, ишиемз (послЪ 70) еще цифры 4 285, а оть 71, которыя 
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должны бы стоять на концЪ, надо отнять тф 70, что написаны 
въ началЪ (сравните съ умножентемъ 89 Х 142 857 въ предыду- 
щей главЪ). Это дасть лвз послЗдня цифры искомаго произ- 
веденя: 01. Итакъ, искомое произведене есть 70 428 501. 

Все это можно (при усвоении сущности задачи) продфлать 
весьма быстро. И когда вашъ собесфдникъ, непосредственнымъ 
умноженемъ провфривъ вЪрность вашего отвфта, предложить 
опять взятое вами число (142 857) умножить сразу, напримЪръ, 
на 825, вы опять разсуждаете точно также: 


825 6 
—— т и пишете ТТ. 


Такъ какъ 6 %7=-42, то посл®дняя цифра искомаго про- 
изведентя будетъ 2; значить, круговую послЪдовательность чи- 
сель перюда надо начинать съ непосредственно за 2 слфдую- 
щей цифрой, т. е. съ 8, и вы лишете (за 117) 857; дальше 
должны итти цифры перода 142, изъ нихь надо отнять 117, 
и вы пишете еще три цифры 025. Получаете: 


142 857 Х 825 — И7 857 025. 


И слава ваша, какъ «необыкновеннаго счетчика», пожалуй, 
упрочится! 
Воть еще примфръ: 142 857 надо умножить на 378. 


378 й 
7 =54—58-, пишем 53. 





7 


Хх на перюдъ даеть 6 девятокъ. Вычитаемъь мысленно 53 
изъ 999 999 и результать приписываемъ за 53; получаемъ 


53 999 946. 


Замфчане. При нЪкоторой практик это «умножене» д?- 
лается чрезвычайно быстро и дЪйствительно поражаетъ незнаю- 
щаго, въ чемъ дЪло. Надо, однако,-—если желалельно сохранить 
секреть и занимательность, - всячески разнообразить это мате- 
матическое развлечене. Можно, напримфръ, партнеру сказать 
такъ: 
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Вотъ я пишу н$которое число; подпишите подъ 
нимъ какой угодно множитель изъ 2-хъ, или 3-ХЪ 
цифръ, умножьте и полученное произведеше раздЪлите 
на 13. То частное, которое вы послЪ этого получите, 
я вамъ напишу сейчасъ же, какъ только вы напишете 
множитель. 

Въ этомъ случаЪ, конечно, вы пишете въ качествЪ множи- 
маго не 142 857, а 13 Х 142 857 =1 857 141. Такъ какь 13 
въ данномъ случа, въ сущности, сокращается, то частное вы 
получите совершенно такъ же, какъ получали произведене въ 
предыдущихь примфрахъ. ВмЪето числа 13 можно взять вся- 
кое иное число. 


Н3сколько зам чай о числахъ вообще, 


Теорема Ферма, за доказательство которой, какъь мы уже 
говорили въ одной изь предшествующихъ главъ, можно полу- 
чить 100 000 марокъ, кромЪ титула «великой» носить еще на- 
зван!е его иосмертной теоремы. Вопросы подобнаго рода изу- 
чаются въ той части математики, которая носитъ общее назва- 
не 7260ри чиселз. Въ этой области сравнительно мало кто ра- 
ботаетъ, хотя, по выражентю многихъ, она исполнена «волшеб- 
наго очарованя». «Математика— царица наукъ, но ариеметика, 
(т. е. теоря чиселъ) есть царица математики»,— говориль «пер- 
вый изъ математиковъ (ргтсерз шабВетайсогим)» Гаусеъ, а 
ужъ онъ-то въ этомъ вопросф можеть считаться вполнф ком- 
петентнымъ судьей. Но, быть можеть, ни одна изъ областей 
математическихь наукъ не требуетъь такой силы и строгости 
мышлен1я, остроумя пруемовъ и глубокаго проникновеня въ 
природу числа, какъ именно эта теорля чиселъь, или «высшая 
ариометика», какъ ее иногда называютъ. Читатель навфрное 
не посфтуеть на насъ, если мы сдфлаемъ неболыпую истори- 
ческую экскуре!ю: въ эту область. Начнемъ опять съ упомяну- 
той уже знаменитой посмертной теоремы Ферма. Теорема, со- 
стоить въ томъ, что 
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Невозможно найти ифлыя числа для дх, у, х, кото- 
рыя удовлетворяли бы уравненю 


У =", 
если и есть цЪлое число большее, чЪмъ 2. 


Теорема Бильсона состоитъ въ слфдующемъ: 
Если р есть первоначальное число, то число 


ео С СО РАВНЫ (Дей 
дфлится безъ остатка на р. 

Эта знаменитая теорема была высказана Джономъ Вильсо- 
номъ (1741—1793), воспитанникомъ Кэмбриджскаго универси- 
тета. Вакъ и Ферма, онъ не занимался спещально матемали- 
кой. Теорему свою онъ предложиль ученымъ безъ доказатель- 
ства. Впервые опубликовалъ ее Уорингъ (\У’агте) въ своихъ 
«МейКанопез А]еефгалсае», а общее доказательство ея далъ 
Ларанжз въ 1771 году. 

Формулы для нахождетя парвоначальныхь чиселз. Общей 
формулы для полученшя ряда послФдовательныхь первоначаль- 
ныхъ чисель въ любыхъ предфлахъ не найдено. Лежандръ 
предложилъ формулу 22’--29, которая даеть первоначальныя 
числа для всЪхъ послЪдовательныхъ значешй х оть х=0 до 
д=28, т. е. для 29 значешй х. Эйлерь далъ формулу: 
27| 2--41, которая даетъ первоначальныя числа для значе- 
НЙ 1 оть 0 до 39, т. е. для сорока значений 1. Американсюй 
математикь Эскотть (Езсой) нашельъ, что если въ формулЪ 
Эйлера замЪнить х черезь х—40, то найдемъ формулу 
2?— 79% 1601, которая даетъ первоначальныя числа для 80 
послф$довательныхъ значений л. Въ изслфдовани вопроса о пер- 
воначальныхъ числахъ особенно замфчательны труды русскаго 
академика Чебышова. 


Можетз ли быль больше одной зрупты первоначальныхв 
множителей числа? ВсЪ почти наши учебники ариометики на 
этоть вопросъ отвфчаютъь: 057%. Число, молъ, разлагается только 
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на одну группу первоначальныхь множителей. И этотъ отвЪтъ 
совершеннно вЪренъ, пока мы держимся только тфенаго чисто 
«ариометическаго», такъ сказать, —привычнаго понямя 0 еди- 
ницф, о числЪ. Но еслихвзглядъ на число мы расширимъ до 
понятя о комплексном числЪ (см. далЪе главу «Наглядное 
изображене комплексныхъ чиселъ>), то положеше, что всякое 
число можеть быть разложено на первоначальныхь производи- 
телей только единственнымъ путемъ, лишается математической 
доетовЪрности. Такъ напримфръ: 


о Е Е аут 


Развитие поняття 0 числь. Начиная съ учешя о цфлыхъ 
числахь древнихъ грековъ, переходя черезъь рацюнальныя дроби 
Дофанта, такъ называемыя «ращональности» и «иррацюналь- 
ности» разематриваются, какъ числа, только въ шестнадцаломть 
вк. Отрицательныя числа, какъ обратныя положительнымь, 
были выдвинуты Жираромъ и Декартомъ. «Мнимыя» и ком- 
плексныя числа ввели въ математический обиходъ Арганъ, Вес- 
сель, Эйлеръ и Гауссъ. 

Такимъ образомъ въ послЪднее время создалось новое, совер- 
шенно общее поняте о числЪ, и, говоря кратко, математики 
приняли за правило, что оправдане для введеня вз ариометику 
числа основывается ‘только на опредълеши этою числа. 
Исходя изъ этой точки зрфея, и развивается вся современная 
теоретическая ариеметика. 








Графики, 


Какъ-то профздомъ черезь уЪздный городъ Западнаго края 
пишущему эти строки случилось разговориться съ мЪетнымЪь 
обывателемъ и узнать, что у нихъ въ городЪ есть своего рода 
чудо-матемаликъ. Этоть математикъ мало того, что рЪфшаль 
«всякую» и «какую угодно» предложенную ему задачу, но р*- 
шаль чрезвычайно быстро, почти не думая, при помощи всего- 
на-всего обыкновенной шахматной доски. Кусочкомъ мЪла онъ 
извЪетнымь ему образомъ разставлялъь на клЪткахъ доски числа 
задачи и затёмъ, не производя никакихъ письменныхъ вычи- 
сленй, говориль тотчасъ отвЪть. 

— И это каждую предложенную задачу онъ рЪшаеть та- 
кимъ образомъ?—заинтересовалея я. 

— Какую угодно! Можете, если угодно, убфдиться въ этомъ 
‘ами. Подумайте: необразованный... а самъ дошел... 

Въ сожалЪнию, ни время, ни обстоятельства не позволили 





мнф познакомиться съ этимъ еще однимъ скрывающимея въ 
нашей глуши самородкомъ. Но не разъ, признаться, задумы- 
валея я надъ тЪмъ, какъ это «простой и необразованный> 0Ъ- 
лоруссь рфшаеть вс® задачи съ помощью шахматной доски, не 
прибЪгая къ выкладкамъ и вычисленямъ. Ариометика или ал- 
гебра безъь вычислений!.. На первый взглядъ это удивительно, 
но это только на первый взглядъ. 

Быть можеть, «секреть» уроженца бЪлорусекаго городка 
окажется не столь ужь загадочным, если сообразить, что шах- 
матная доска есть не что иное, какъ площадь, разграфленная 
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вертикальными и горизонтальными линями на квадратныя 
кльтки. Листъь же бумаги, разграфленной на клЪточки, какъ 
сейчасъ увидимьъ, можеть оказаться незам$нимымъ подспорьемъ 
для быстрато рфшеня весьма многихъь и весьма сложныхъ за- 
дачъ. Такъ какъ клфтчатую бумагу можно теперь встрЪтить въ 
продажЪ почтй всюду, то и мы здфсь со своей стороны повто- 
ряемъ совфтъь почтеннаго профессора Джона Перри, который въ 
своей «Практической Математик» говорить: «очень важно, 
чтобы ученикъ извель много листовъ бумаги (клютчатой) на 
свои упражненя, расточительно пользуясь этимъ матерьяломъ». 
Добавимъ къ этимъ словамъ почтеннаго ученаго, что «изводить» 
клЪтчатую бумагу слБдуеть и не «ученику» въ точномъ зна- 
чен!и этого слова, а всякому любителю точныхъ знай. При 
помощи такого рода бумаги весьма легко вычерчивать графики 
и примфнять ихъ къ рВшентю различныхъ задачъ. 


Эти графики въ наше время вы можете найти во многихъ 
газетахь и журналахъ. Чаще всего ими пользуются для нагляд- 
наго представления хода измфневй температуры и давления ба- 
рометра за извфстный пер1одъ времени. Примфрь такого гра- 
фика данъ на фиг. 81. 


ПонедЪльникъ Вторникъ Среда Четвергъ Пятница Суббота Воскресенье 


ЕЕРЕННЕРАЕНЕНЫНАН 6 №6 во № 
ЕЕНЕНЕНЕНЕНЕН 
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Давлене барометра 











На этой фигурф изображены даже не одинъ, а два графика: 
сплошная черная лин!я изображаеть колебамя за недфлю въ 
показаняхь барометра, а ливя колебанй температуры обозна- 
чена пунктиромъ. Разобраться въ подобномъ график% очень легко. 
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По горизонтальному направлению означено время: семь дней 
недфли и для`‘каждаго дня главнфйпие часы наблюденй — 12 
часовъ ночи, б час. утра, 12 час. дня и 6 чае. пополудни. 
Такъ что сторона каждаго квадратика въ горизонтальномьъ на- 


правлени соотвЪтствуеть промежутку времени въ 6 часовъ, а 


я стороны—1 часу и т. д. 

По вертикальному направленю слфва помфщены дЪленя 
въ миллиметрахъь шкалы барометра, а справа— шкалы термо- 
метра. 

Пусть теперь, скажемъ, каждый часъ въ сутки или черезъ 
каждые 2, 4, 6 ит. д. часа опредфляють высоту барометра и 
показанте термометра. Каждое такое показаше на клЗткахъ гра- 
фика легко отмЪтить соотвЪтствующей точкой. Положимъ, на- 
примфръ, что во вторникъ въ шесть часовъ утра высота баро- 
метра была 780 миллиметровъ, а термометръь показываль (°. 
Тогда на пересЪченти вертикальной линш, проходящей черезь 
показане «Вторникъ 6 час. утра», съ горизонталью, проходя- 
щей черезъ дЪлене барометра 780, мы ставимъ точку, обозна- 
чающую показане барометра. Точно также на той же вертикали, 
но въ пересфченш ея съ лишей, противъ которой поставлено 
нулевое показане термометра, мы ставимъ точку. Это будеть 
показане термометра. Соединяя всЪ послЪдовательныя показа- 
ня барометра сплошной линтей, а показанйя термометра пунк- 
тиромъ, получаемъ графики недЪльныхъ температуръ и баро- 
метрическаго давленя, дающие полную картину измВненя по- 
годы за недфлю. Никакой путаницы и неясности здфсь быть не 
можеть. Если вы хотите прослФдить линю барометра, спра- 
вляйтесь съ цифрами налфво; желаете прослЪдить температуру, 
смотрите цифры направо. Точно также каждая точка горизон- 
тали соотвфтствуетъь извЪстному часу и дню недФли. 

Но графики находятъ себф примЁнеше не въ одномъ только 
учени о погодЪ (метеорологи). Можно сказать, что чЪмъ дальше, 
тЪмъ область ихъ примфнен!я становится шире. Въ высшей 
степени плодотворно пользоване графиками, наприм$ръ, въ 
статистик. Въ желЪфзнодорожномъ дфлЪ они представляють чуть 
ли не единственное средство для обозначенля движен1я пофздовъ, 


и графики послфдняго рода вы, вЪроятно, встрфчали на стБнахъ 
иныхъ станщй‘ желфзныхь дорогь. Графиками же часто поль- 
зуютея на биржахъ для обозначеня колебан!й курса. Графики— 
необходимое пособе въ области практической механики, строи- 
тельства и т. д., ит. д. 

Вообще когда одна величина, У, зависить оть другой, Х, 
такъ что съ измфнешемь ХизмЪняется У, и если эти вели- 
чины и’ изм$неня ихъ конечны, то съ помощью графика можно 
представить какое угодно измфнене величины У въ зависимо- 
сти отъь измфнешя Х. 

Величина У въ такомъ случаЪ называется функией отъ 
величины Х. Пояснимъ нЪФсколько подробнЪе это весьма упо- 
требительное въ математик слово. | 

Если мы будемъ чертить рядъ окружностей, все болЪе и 00- 
лфе увеличивая радтусъ, то и самыя окружности будуть все 
длиннфе и длиннЪфе. ОлЪфдовательно, длина окружности есть 
Функщя вя радтуса. Если къ резиновой нити подвЪсить тяжесть, 
то нить вытянется,—и вытянется болыпе или меньше въ зави- 
симости отъ того, болыпую или меныпую тяжесть мы подвЪсимъ. 
Длина резиновой нити есть, слфдовательно, функия подвЪфшен- 
ной къ ней тяжести. Если подогрЪвать въ котлЪ паръ, то да- 
влене его увеличится—и тЪфмъ больше, чЪмъ выше будеть тем- 
пература. Давлевне пара есть, слфдовательно, функщшя темпе- 
ратуры и т. д. Читатель можеть теперь самъ подобрать сколько 
угодно примЪровъ о величинъ, находящихся между собой въ 
функцтональной зависимости. 

Посредствомь графика можно всегда наглядно представить 
функшю помощью чертежа. И для этого прибЪгаютъ всегда 
къ одному и тому же нижеслВдующему прему. 

На клЬгчатой бумагБ беруть двф влаимно-периендикуляр- 
ныя лини ОХ и ОУ, называемыя осями координалть и пере- 
сЪкающтяея въ точкЪ О (Фиг. 82). Условимся, теперь, напра- 
вленя вправо и вверхъ по осямъ считать положительными (съ 
знакомъ —-), а направленя влфво и внизъ — отрицательными 
(съ знакомъ —). 

Какъ же намъ теперь графически изобразить нЪкоторую’ 
функщю 9, зависящую оть 22 
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Условимея въ единиц мЪфры, принявъ, скажемъ, каждую 
сторону клфтки на 1. ЗатЪмъ беремъ извЪфстное значене для т 
и откладываемъ его по оси 
(с вправо, если х положи- 
тельно, и влЪфво, если х 






отрицательно. Ч ----&---ч4Р 
Пусть, напр., въ дан- 
номъ случаз х изобрази- и 
лось у насъ длиной Ор. Для х’ ! 
р 





взятаго значеня х опредф- 
лимъ соотвЪтетвующее зна- 
чеше у; пусть оно выра- 
зится  чиеломъ, которое 
можно представить длиной 
04. Эту длину мы откла- у 
дываемъ по оси ОУ вверхъ, Фиг. 89. 
если она со знакомъ и 

внизъ, если она со знакомъ —. Изь точекъ р и 4 проведемъ те- 
перь лин!и, параллельныя осямь ОУ и ОХ. Линш эти пере- 
сЪкутся въ точкЪ Р. Воть эта точка и представляеть совокуп- 
ность двухъ соотвЪтствующихъ значешй хи 9. Построивъ рядъ 
такихъ точекъ и соединивъ ихъ непрерывной линтей, получаемъ 
графикъ, изображающий наглядно измфнешя функции у въ зави- 
симости оть измфненйй х. 

Способъ этоть, какъ мы уже видфли, быль примЗненъ для 
полученя предыдущаго графика (фиг. 81) температуръь и ба- 
рометрическаго давленя. Онъ, — повторяемъ, — обийй для по- 
строеня веЪхъ графиковъ вообще. 


’ 


Р5шене уравненй. 


При пользован!и графиками нЪть, вообще говоря, неразр?- 
шимыхъ уравненй. Для образца, какъ при рзшени ур-Й можно 
пользоваться графиками, возьмемъ простой примЪръ изъ «Практи- 
ческой математики» проф. Джона Перри. Пуеть требуется графи- 
ческимъ путемъ р®шить ур-ге: 


4? — 5,115-- 5,709 = 0. 


ВЪ ЦАРСТВЬ СМЕКАЛЕИ. 9 


ыы 


Положимъ 
=” —5,11%-- 5,709 





и сдфлаемъ графикъ функщи У. 

Возьмемъ нЪкоторыя значения х оть нуля до 5 и вычислимт 
соотвЪтствуюция значеня х. Получаемъ два ряда: 
в 25 3,0 И 
для 9: 5,709; 1,599; 0,2945 —0,511; —0,816; —0,621; —0,074; 1,269; 5,159 

Нанося эти значения на клЪтчатую бумагу, получаемъ гра- 
фикъ, изображаемый на фиг. 83. 

Кривая графика пересФкаеть ось ОХ въ двухъ точкахъь Ри 
(), слФдовательно, существуеть два корня уравнешя 12° — 
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— 5,112 -- 5,709 =0. Вычиеляя эти корни по графику, нахо- 
димъ ихъ приблизительную величину: 1,65 и 3,46. 

_ Воть здЪфеь-то и слФдуеть отмЪФтить, что всЪ почти резуль- 
таты, получаемые помощью графиковъ, лишь 2риблизительны, 
а не вполнф точны. Это всегда слЪдуеть имфть въ виду, когда, 
пользуемся графиками. Но слФдуеть также знать и то, что при 
тщалельномъь составлении графиковъ получаемые результаты 
вполнЪ удовлетворяютъ требованямъ практики: 

Итакъ, если мы не умфемъ даже рЪшать алгебраически 
ур-йй 2-й, 3-й и 4-й степени, то намъ помогутъ графики. Они 
же могуть помочь найти корень и всякаго иного уравненя, 
въ томъ числЪ даже перазрЪшимаго алгебраически ур-1я выше 
четвертой степени, и разршаль ихъ сь желательной степенью 
точности. Теперь вамъ, вЪроятно, понятно значене графиковъ, 
хотя врядъ ли можно согласиться съ уважаемымъ проф. Перри, 
который всякаго защитника чисто алгебраическихъь «точныхЪ» 
способовъ рЪшеншя задачъ обзываеть «самоувфреннымъ, какъ 
пфтухъ, академическимъь ученымъ съ деревянной головой». 

Хорошо именно то, что для даннаго случая нужно!-—можно 
на это сказать. 

ЁКъ числу преимуществъ графиковъ предъ иными способами 
рЪшеня задачъ принадлежить еще назлядность, — возможность 
дЪйствовать на умъ посредствомъ глаза. Это, въ частности, для 
педагога— великая вещь! 

Но перейдемъ къ нЪкоторымъ другимъ задачамъ, рЪшае- 
мымь съ помощью графиковъ. Задачи эти, вфроятно, боле 
всего объяснять намь тотъ секреть рфшен!я задачъ на шахмат- 
ной доскЪ, о которомъ мы упоминали въ началЪ этой главы. 


задача 56-я. 
Знаменитая задача Люка. 


Воть задача, предложенная извЪстнымъ (нынЪ покойнымъ) 
математикомь Эдуардомъ Люка, о возникновении которой та- 
лантливый математику г. Лэзанъ разсказываеть слфдующую псто- 
ую, ‘'ручаясь за ея полную достовЪфрность: 
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На одномъ научномь конгрессЪ, въ концф завтрака, на ко- 
торомь находилось много извЪстныхь математиковъ, и между 
ними было нЪсколько знаменитостей разныхъ нащюональностей, 
Эдуардъ Люка вдругъ объявилъ, что онъ хочеть задать имъ одинъ 
изъ самыхъ трудныхъ вопросовъ: 

«Я полагаю, что каждый день, въ полдень, отпра- 
вляется пароходъ изъ Гавра въ Нью-Гркъ и въ то же 
самое время пароходъ той же компани отправляется 
изъ Нью-юрка въ Гавръ. Пере$здъ совершается ровно 
въ 7 дней въ томъ и другомъ направленм. Сколько 
судовъ своей компани, идущихъ въ противоположномъ 
направлении, встрЪтить пароходъ, отправляюпийся сего- 
дня въ полдень изъ Гавра?» ь 


Ръшен:е. 


НЪкоторые изъ присутствовавшихъ знаменитостей, — говорить 
по этому поводу Лэзанъ, опрометчиво отвфтили «семь!» Боль- 
шинство же хранило молчаше. Ни одинъ не далъ вЪрнаго 
отвЪфта, но если бы для рёшеня этой задачи призвать на по- 
мощь графикъ, представленный на фиг. 84, то ршеше выри- 
совалось бы тотчасъ 
со всей ясностью. Слу- 
шавиие Люка, оче- 
видно, думали только 
о пароходахъ, кото- 
рые должны еще от- 
правиться въ путь, 
забывая о тЪхъ, кото- 
рые уже вь дорог%. 
ВЪрно же то, что па- 
роходъ, графикъ котораго на фиг. 88-й изображенъ линмей АБ, 
ветрфтить на морЪ 13 судовъ, да еще тоть, который входить 
въ Гавръ въ моменть его отъьфзда, и еще тотъ который отпра- 
вляется изь Нью-Торка въ моменть его прибытия, или всего 15 
судовё. Графикъ показываеть, кромЪ того, что встрЪчи будуть 
происходить ежедневно въ полдень и въ полночь. 


А 
ИЕ в 


ххх 
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Гавръ 
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Если бы кто сомнЪвался еще до сихъ поръ въ огромной 
пользЪ графиковъ, то настоящая задача, думаемъ, должна раз- 
сфять подобныя сомнЪзня. Тоный и сложный вопросъ получаеть 
въ данномъ случаз быстрое, простое и наглядное рёшеше. 


Задача, 57-я. 
Курьеры. 


Въ общераспространенныхъ задачникахь въ ряду иныхъ 
часто встр$Фчаются «задачи о курьерахъ», или путникахъ, или 
пофздахъ, идущихъ съ различной скоростью оть извЪстнаго 
пункта, вдогонку другь за другомъ или же навстрфчу одинъ 
другому. При этомь спрашивается обыкновенно время ихъ 
встрЪчи и разстояне м%ета встрфчи отъ точки отправленя. 

Задачи эти слишкомъ общеизвЪстны, чтобы 0 нихъ стоило 
много здЪсь говорить. Въ школахъ они относятся обыкновенно 
къ числу «трудныхъ». Укажемъ поэтому здЪсь, что задачи и 
этого рода могуть рЪшаться съ помощью графиковъ. Для этого, 
взявъ разграфленную въ клЪфтки бумагу и построивъ двЪ вза- 
имно перпендикулярныя оси, мы на 0си ОХ откладываемъ 
время, а на оси ОУ соотвЪтствуюция разстояня, и строимъ 
затЪмъ по прежнему графики для каждаго «курьера», «путни- 
ка», «поЪзда» и т. д. Точка пересБчене графиковъ съ совер- 
шенно достаточной точностью опредфлитъ время и мФето встрЪчи: 
для этого нужно только изъ этой точки опустить перпендику- 
ляры на оси ОХ и ОУ. ПересЪчеше перпендикуляра съ пер- 
вой осью дасть точку, по которой опредфляется время встрЪчи, 
а пересЪчене другого перпендикуляра съ осью ОУ дастъ точку, 
которая позволить намъ опредфлить разстояне мЪста встрЪчи 
отъ точки отправлешя. 

Взявъ изъ любого задачника подобную задачу и построивъ 
соотвЪтствующие графики, читатель легко убФдится въ простотЪ 
п пригодности этого метода для приложеня къ подобнымь за- 
дачамъ. ЗдЪсь же мы предложимъ вниманию читателя слфдую- 
щую боле сложную задачу о собакЪ и двухъ путешественни- 
кахъ, рфшить которую безъ помощи графиковъ не такъ-то 
легко. 
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Задача, 58-я. 
Собака и два путешественника. 


Лва пфшехода идутъ по одной и той же дорогЪ, 
въ одномъ и томъ же направлен. Первый, 4, нахо- 
дится на 8 клм. впереди другого и д$лаетъ 4 клм. въ 
часъ; второй; В, дБлаетъ по 6 клм. въ часъ. У одного 
изъ путешественниковъ есть собака, которая, именно 
въ тотъ моментъ, когда мы говоримъ, бЪжитъ къ дру- 
гому путешественнику, со скоростью 15 клм. въ часъ, 
потомъ сейчасъ же возвращается къ своему хозяину; 
прибЪжавъ къ нему, она снова бфжитъ къ другому 
путешественнику, и такъ до тфхъ поръ перебЪфгаетъ 
отъ одного къ другому, пока оба путешественника 
встрЬтятся. Нужно узнать, какой путь пробЪжитъЪ 
собака. 

Ръшенйе. 

На оси ОХ отклады- 
ваемъ время, а на оси ОУ 
разечбяня. Вонросъ можно 
разсматривать двояко, смо- 
тря по тому, кому изъ ‘пу- 
тешественниковь принад- 
лежить собака. На фиг. 85 
считается время съ того 
момента, когда собака вы- 
пущена. 

Графики двухъ путеше- 
ственниковь суть ОМ и 
ЗМ, и точка М, т.е. встрЪч- 
5; _ Ный пункть, какъ видно 

изъ фиг. 85-0й, соотвЪт- 
ствуетъ разстояншю въ 24 
километра и 4 часамъ ходьбы. Если собака принадлежить пут- 
нику, который сзади, то графикъ ея пути есть Оаа..., лома- 
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ная линйя между графиками хода двухь пъшеходовъ. Если она 
принадлежить путешественнику, идущему впереди, то графикъ 
ея пути есть 865..., такая же по происхожденю ломаная ли- 
ня, но отличная отъ первой. Въ обоихъ случаяхъ, тЪмъ не ме- 
нфе, животное не перестаеть бЪжать въ продолжене 4 часовъ 
и, дфлая по 15 километровъ въ часъ, пробЪфгаеть 60 киломе- 
тровъ. Очевидно, въ томъ и въ другомъ случаЪ результатъ одинъ 
и тоть же. 

Можно предположить, что путешественники идутъ другъ 
другу навстрЪчу, и, вообще,—всячески видоизмфнять условя 
задачи. Въ зависимости отъ этого измЗнятея нЪфеколько и гра- 
фики, но способъ рЪшешя остается тотъ же. 


На этомъ мы и закончимъ главу о графикахъ, предлагая 
читателю разрабатывать дальше этотъ вопросъ самому. Въ во- 
просахъ изъ области физики и механики найдетея въ особен- 
ности много задачъ, рЪшаемыхъ графически. Рекомендуемъ также 
вниманию читателя книгу Джона Перри: «Практическая мате- 
матика»> (есть въ русскомъ переводЪ). Въ этой книжкЪ вопросъ 
о графикахъ разобранъ съ надлежащей полнотой и ясностью. 
Не совЪфтуемъ лишь увлекаться т$ми полемическими выпадами 
противъ «теоретиковъ», которыми почтенный авторъ безъ ви- 
димой нужды уснастилъь кое-гдЪ свою въ общемъ полезную 
книгу. 

Возвращаясь къ тому, съ чего началась эта глава, т. е. къ 
оставшемуся въ неизвфстности «чудо-математику», рЪшавшему 
задачи съ помощью шахматной доски, мы должны призналь, 
что это возможно. РФчь идетъ, очевидно, о графикахъ. При на- 
выкЪ, нъкоторыя задачи съ помощью ихъ, кактъ видимъ, можно 
рЪшалть удивительно быстро. «Н»Ъкоторыя», —говоримъ,—но не 
вс®! Вотъ почему намъ кажется, вопреки увфремямъ почтен- 
наго захолустнаго обывателя, что не всякую задачу могъ «мо- 
ментально» рЪшаль бЪлоруссый <чудо-математикъ». 


—>- 





0бъ аксомахъ элементарной алгебры, 


При изучени элементарной алгебры къ рЪфшентю уравне- 
ый приступаютъ обыкновенно съ такими аксомами: 

1. — Беличины, равныя порознь одной и той же величинь 
или равным величинам, равны между собой. 

2.— Если кь равным величинам: прибавить равныя же, 
то и суммы получатся равныя. 

3.— Если отз равных величинь отнять поровну, то и 
остатки получатся равныя. 

4.—Если равныя величины умножать на равныя, то и 
ароизведеня получатся равныя. 

5.— Если равныя величины раздълит на равныя, то и 
частныя получатся равныя. 

6.— Цълое больше каждой изз своишхз частей. 

7. —Одинаковыя степени или одинаковые корни отз рав- 
ныхь величинь равны. 

Эти освященныя временемъ «обиия поняття» составляютъ 
основу теоретической ариеметики. На нихъ обосновываются 
точно также и алгебраическя разсужденя. 

Но въ высшей степени необходимо относительно этихъ 
аксюмъ сдфлать соотвЪтствующия поясненя и оговорки, когда мы 
распространяемъ ихъ на область алгебраическихъ количествъ. 
Обобщенте свойственно математик?. Когда мы обобщаемъ, мы 
отбрасываемъ всЪ ограниченя, которыя были раньше устано- 
влены, или подразумФвались. Предположене, вЪрное съ прежде 
бывшими ограниченями, безь нихь можеть быть вЪрно и 
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невЪрно. Пояснимъ примфромъ: при переход оть геометрия 
двухъ измфренй (планиметря) къ геометрии трехъ измЪре- 
НЙ (стереометря) приходится отбросить то ограничеше, кото- 
рое необходимо подразумЪвалось въ геометрии на плоскости, — 
а именно, что всЪф разсматриваемыя Фигуры лежатъ въ пло- 
скости нашего чертежа, или доски, на которой фигуры изобра- 
жены (за исключенемъ, конечно, того случая, когда мы мы- 
сленно переворачиваемь фигуры для наложешя ихъ одну на 
другую). Н%Фкоторыя изъ теоремъ, вфрныя для геометрии на 
плоскости, безъ всякихъ измфненй переходять и въ стереоме- 
трю, а друмя—н?Ъть. Сравните въ этомъ отношен!и, хотя бы, 
двЪ такихъ теоремы планиметрии: 1) черезъь точку, данную 
внть взятой прямой, можно на эту прямую опустить только 
одинз перпендикуляръ и 2) изъ точки, взятой на данной пря- 
мой, можно къ этой прямой возставить только одинз перпенди- 
куляръ. Первая изъ этихъ теоремъ безо всякихъ оговорокъ 
приложима и къ геометрии въ пространств, а вторая—нЪтъ. 

Для второго, еще болфе яркаго, примфра обратимся къ во- 
просу (см. стр. 124): можеть ли быть число разложено на болЪе 
чфмъ одну группу первоначальныхъ множителей? 

Ньтз\—отв\иять вамъ,—если подъ множителями подразу- 
мЪвать обыкновенныя ариеметическля числа. 

Да!—съ неменьшимъ правомъ отвфтить другой,—если въ 
понят!е о числЪ включить и комплексныя (или такъ называемыя 
«мнимыя») количества. 

Въ первомъ случаз число 26, напримЪръ, разлагается 
на первоначальные множители только единственнымъь путемъ: 
26 —=2Х 13; а во второмъ: 


218 = 06-1) 6 тт 


Такихъ примфровъ, впрочемъ, можно привести очень много, 
и въ настоящей книг намъ какъ приходилось, такъ и при- 
дется съ ними встрфчаться не разъ. 

Такимъ образомъ, мы можемъ всегда ожидать, что аксюмы 
ариеметики могутъ нуждаться въ нфкоторыхъ видоизмвненяхъ 
или дополненяхъ, если попробовать ихъ распространить на 
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область алгебраическихъ количествъ. И это мы находимъ на 
самомъ дЪфлЪ. Въ сожалЪню, мы не всегда замЪчаемъ, чтобы 
авторы учебниковъ обращали внимане своихъ читателей на 
подобныя видоизмвненшя иныхъ аксюмъ, или даже, чтобы они 
сами прим$няли эти акстомы съ надлежащей осторожностью. 
Между тЪмъ мы прежде всего должны требовать оть научной 
аксюмы, чтобы она была совершенно вЪрна и вполнЪ соотв\т- 
ствовала смыслу, в5 котором извьстныя выраженя употре- 
бляются в5 этой наукъ. 

Пятая, напримфръ, изъ вышеприведенныхъ аксомъ, или 
«аксюма дЪленя», должна быть сопровождаема необходимой, 
но тЪмь не менфе рЪдко встр$чающейся оговоркой: ...«раздЪ- 
лить на равныя, только не на нуль». 

Безъ такого ограниченя высказываемое положене далеко 
отъ аксюмы. 

Въ иномъ учебникЪ, тдЪ приведена шестая изъ вышеука- 
занныхь «аксюмъ», читатель на слфдующей страниц® можеть 
найти такое, напримЪръ, выраженге. 





Е — 5-т—1=+3, 


ГДдВ «3» есть «цфлое» или сумма». Видя, что одна изъ частей 
этого «цфлаго» есть -- 7, иной читатель можеть искренне по- 
дивиться, какъ же это совмфщается съ «аксюмой», что «цфлое 
больше каждой своей части». 

Въ седьмой аксюмЪ одинаковыя степени и корни изъ рав- 
ныхъ количествь равны только ариеометически. Иначе говоря, — 
одинаковые дЪйствительные корни изъ равныхъ количествъ 
равны при услови одинаковыхъ знаковъ. 

Употребляя въ аксюмЪ слово «равный», не принимаемъ ли 
мы его какъ бы въ смыслЪ «тоть самый»? Напримфръ, если 
два числа тЪ же самыя, что и третье число, то и первое есть 
то же число, что и второе, и т. д. 
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0 приложении акс1омъ къ рёшеню уравнений, 


Иногда въ элементарныхъ руководствахъ, а тЪмъ болфе въ 
объяснешяхь иныхъ репетиторовь и даже преподавателей, 
дЪло ставится такъ, что какъ будто при дЪйствяхъ надъ урав- 
нешями возможно прямое, непосредственное приложеше акс1омъ. 
Возьмемь для примфра постоянно встрфчающееся и въ учебни- 
кахъ и въ учебной практикЪ такое разсуждене: 

Дано уравнене 

а ры 


Вычитая изъ каждой части по 4, получимъ 
Зе — 6. ро о О 
ДЪля обЪ части на 3, получаемъ 
=. В 


И уравнене считается рЪшеннымъ (безо всякихъ оговорокъ) 
непосредственнымъ приложентемъ аксюмъ. Но это доказываеть 
только, насколько распространены на этоть счеть совершенно 
ошибочные или непродуманные взгляды. 

Хотя въ выполненныхь выше алгебраическихъь дЪйствяхъ 
и ить ошибки, но ссылка для пояснен1я этихъ дЪйств просто 
на. аксомы можеть толкнуть ученика на ложный путь. «Со 
спокойнымъ сердцемъ», какъ говорится, при такомъ способЪ 
разсужденйй онъ подЪлить 00Ъ части уравнен1я на неизвЪстное, 
если это возможно, и не замЪтить, что при этомъ уже теряется 
одно рфшене (корень) уравнения. Точно также «приложентемъ» 
ТОЙ ИЛИ ИНОЙ «аксюмы» онъ можетъ ввести въ вопросъ совер- 
шенно постороннее рёшеше. 

Слфдуеть разъ и навсегда освоиться съ мыслью, что прямое, 
непосредственное примнене аксюмъ къ рЪфшеншю уравнешй 
неприложимо,—и воть почему: 

А.— Можно, слБдуя аксюмамъ и не сдБлавъ ника- 
кой ошибки въ дЪйствяхъ, получить, все же, нев5рный 
результатъ. 
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В. Можно нарушать аксюмы, т. е. поступать во- 
преки ихъ прямымъ указанямъ, и, все же, получить 
вЪрный результатъ. 

С.—Аксомы по самой внутренней сущности не мо- 
гутъ прямо и непосредственно примФняться къ уравне- 
мямъ. ` 

Разсмотримъ теперь каждое изъ высказанныхъ выше положе- 
шй отдЪльно. 


А.— Примъьневше аксюмь и получене ошибки. 


Пусть дано 
о С т ^` 





Умножаемъ 0бЪ части уравнешя на х—5, получаемъ 
2 —би- 9 —10-.  ови 


Вычитаемъ изъ обфихь частей уравненя по #—7: 





2'—74-—12=1—3...... . акс. 3 
ДЪлимъ обЪ части ур-я на х— 3: 
О Е 


Прибавляя къ об\имъ частямъ по 4, находимъ 
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ЕО доу „боем Чен 


Но найденное рфшен!е не удовлетворяеть данному уравне- 
ню (1). Единственный корень его, какъ легко убЪдиться, есть 
д—3. Итакъ, совершенно съ виду правильно разсуждая и не 
‚сдфлавъ ни одной ошибки въ дЪйствяхъ, мы пришли къ не- 
вфрному рЪшеню. Въ чемъ же дЪло? 

Недоразум$ ня на этотъь счеть (особенно при выяснени 
такь называемыхъ «матемалическихъь софизмовъ») настолько 
обыкновенны, что остановимся на вопросф подробнЪе, рискуя 
даже нЪсколько наскучить читателю. ПрослФдимъ пройденный 
нами путь: 

Умножене на х — 5 ввело новое ршене: х=5, а дЪфле- 
не на 7—3 исключило корень х=3. Аксюмы, приведенныя 
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въ предыдущей главЪ и надлежаще понятыя, исключаютъ дф- 
лене на нуль. Вь этомъ мы убЪфждаемся и на данномъ при- 
мЪрЪ, такъ какъ дфлене ур-ния на х—3 есть въ сущности дЪ- 
леше на нуль, ибо число 3 удовлетворяеть ур-ю (есть его ко- 
рень). Говоря точиЪе, все это показываеть, что при дЪйствяхъ 
надъ уравнемемь существо вопроса состоить въ томъ, чтобы 
значене входящаго въ него неизвЪстнаго оставалось вфрнымъ 
и неизмфннымъ. Необходимость квалифицировать акеюмы при- 
мЪнительно къ этому требованю выдвигаеть важное начало 
эквивалентности `уравненй, или равнозначности ихъ, говоря 
по-русски. Необходимо, чтобы послЪ всякихъ преобразованй 
уравненя всякое новое по виду получаемое уравнеше было 
эквивалентно (или равнозначно) данному; т. е., чтобы можно 
было съ увфренностью сказать, что всф произведенныя надь 
уравнентемъ дЪйствя не измфнили значения входящихь въ него 
неизвЪстныхъ, не ввели новыхъ рфшенй, или не лишили его 
прежнихъ. 

Не входя въ излишийя здЪсь теоретичесяя подробности, 
приведемъ, для ясности, по этому поводу нЪфеколько простЪй- 
шихъ примЪровъ. 

Если къ обфимъ частамъ даннаго уравневя прибавить или 
оть обфихъ частей вычесть одно и то же выражеше (хотя бы 
даже содержащее неизвЪстное), то это не измфнитъь значеше х 
въ уравнении (вновь полученное ур-е, значить, будетъ экви- 
валентно, или равнозначно, данному). 

'Гочно также значенте х не измфнится, если данное ур-е умно- 
жить или раздфлить на какое-либо извЪстное число, кром% нуля, 

Но если 06% части уравненйя умножить или раздфлить на 
количество, содержащее неизвЪстное, то вновь полученное ур-е 
будетъ, вообще говоря, не-эквивалентно данному. 

Если бы послЪ высказанныхъ здЪсь замЪчашй ‘у читателя 
остались еще кавя-либо сомнфня и возражешя, то мы про- 
сили бы его внимательно заняться началомъ эквивалентности 
по лучшимъ учебникамъ и руководствамъ, съ одной стороны, и 
дфйстиями надъ уравненями съ другой. Тогда онъ быстро 
убЪдится, что къ вопросу объ уравнешяхъ нельзя подходить 
прямо съ однЪзми аксомами. 


` 


1+2 





Необходимо оговориться также, что все предыдущее ни- 
сколько не посягаеть на правильность и незыблемость аксюмъ, — 
оно возражаетъь только противъ ихъ примфненя тамъ, тдф он% 
прямо непримЪнимы. 

Иной можеть возразить, что мы искусственно нагромоздили 
прямое прим$нене аксюмъ къ рЪшеню уравнешя (1) въ слу- 
чаЪ А, и что никто не сталь бы рЪшать такъ это простое 
уравнеше. Въ этомг ур-ш (1) рЪшеве, дЪйствительно, само 
бросается въ глаза, и каждый, пожалуй, скажетъ его, просто 
взглянувъ на ур-е. Но станетъ ли кто возражать, что въ гро- 
мадномъ большинствЪ случаевъ сложныя ур-йя учениками р 
шаются именно ака, какъ мы это привели выше съ ур-1емъ 
(1). Простой же и наглядный примЪръ выбранъ здЪсь для того, 
чтобы убЪфдительнфе привести къ нелЪпости (гедисНо а аб- 
зитАит) ложь начальнаго положеня. 


В. — Нарушенме аксомь и впрный результате. 


Чтобы избЪжать возраженя, что нарушенемъ одновременно 
цвухъь или болЪе акоюмъ мы какъ-либо уравниваемъ допущен- 
| 
ную ошибку, возьмемъ примЪръ, гдЪ поступимъ вопреки пря- 
мымъ указанямъь только одной аксюмы. | 
ой бер” Е И 
Прибавимь 10 только кз первой части этого ур-я. Та- 
кимъ образомъ. мы самымь грубымъ образомъ нарушаемъ пред- 
писазе «аксюмы сложешя» и получаемъ 
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Помножимъ обЪ части ур-я на х — 3: 





х-- 6х —271=2%—6...... (3) акс. 4 
Вычтемь изъ обфихъ частей ур-я по 2х — 6: 

2 4х —21=0...... (4) акс. 3 
›аздЪлимъ 0бЪ части на #-- 7: 
3 


г х 
} 








О И 


148 
Прибавляя къ обЪимь частямь по 3, имфемъ 


Е о ао 


Полученное рЪшеше 3 есть вюрный корень даннаго ур-я 
(1), несмотря на то, что нами допущено единственное грубое 
противорЪ че противъ аксюмы 2-й, которое не могло быть урав- 
новЪшено  неправильнымъ приложенемъ какой-либо другой 
аксомы, ибо въ остальномъ мы прямо и точно прилагали «ак- 
сомы». Изъ предыдущаго (А) уже ясно, что невфрнымъ пони- 
манемъ приложения аксомъ мы получили затВмь здфеь ур-я 
(3) и (5) неэквивалентныя данному, а потому и получили та- 
кой «неожиданный» результать. 


С.— Аксфомы по самой своей сущиюости ие имъютз прямою 
отношеная к5 уравиешямь. 


Аксюма говорить: если къ равнымъ величинамъ прибавить 
равныя и т. д., то и результаты будуть равны. Вопросъ же, 
преслфдуемый разрфшешемъ уравнен!я, состоитъ въ томъ: для 
какою значемя х объ частв ур-я будутз равны? 'Такимъ 
образомъ, если къ одной части уравненя ‘придать нЪкоторую 
величину, не придавая ея къ другой; то, все же, для нъкото- 
раю значеня х, хотя бы и новаго, въ результатВ получится 
равенство. 

Ариеметика, имя дЪло съ обыкновенными числами, стре- 
мится только узнать, что извЪстное получаемое въ результатЪ 
число равно извЪстному другому. Но алгебра, имфя дфло съ 
уравненйями (условными равенствами) желаеть знать, три ка- 
кидз условяхз данныя выраженя представляють одни и ть 
же числа, — другими словами, для какихъ значенй неизвЪетнаго 
данное уравнене вЪрно. 

Въ отдЪль В настоящей главы возражене ипротивъ уравне- 
ня (2) состоить не въ томъ, что первая часть его равна вто- 
рой (онф «равны» настолько же, насколько и 0бЪ части перваго 
даннаго ур-!я), но въ томъ, что обЪ его части не равны для 
тою же значешя 1, какъ’ и въ ур-ш (1). Словомъ, ур-е (1) 
неэквивалеитно (2). 
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Вообще, изучеше и выводъ принципа эквивалентности мо- 
жеть дать многое въ смыслЪ математическаго развитя каждому 
желающему поработать въ области математики. Прежде всего, 
какъ видимъ, это натолкнеть его на надлежащее приложене 
акстомъ. Въ примнеши къ уравненямъ, напр., аксломы играют 
роль только при выводахъ и доказательствахъь начала эквива- 
лентности. Прямое же приложеше ихь къ рЪшенио уравненй 
есть заблуждене, котораго слфдуеть всячески избЪгать. 


Провфрка р$шен1я уравненя, 


Весьма часто учашиеся «доказывают» правильность рЪше- 
ня какого-либо уравненшя тякимъ путемъ. Найденную величину 
для неизвфетнаго подставляють въ 00% части даннаго уравнения, 
затЪмъ надъ обЪфими частями полученнаго выражентя продЪлы- 
ваютъ указанныя знаками дЪйствая и, получивъ числовое тожде- 
ство, смфло говорятъ: «что и требовалось доказать», хотя... 
непригодность подобнаго «доказательства» можно въ свою оче- 
редь доказать на примфрахъ, гдЪ получаемая нелфиость прямо 
бъеть въ глаза. 

Возьмемъ такой примЗръ: 


1+ ИУ =1—И 12—12 кая) 


И, рЬшая его такъ, какъ обыкновенно это дфлается, по- 
лучаемь: 





Ива: И 69 
ей У ея о аа 
21—10 
№ 


Найденное значеше для т подставимъ въ данное уравненте 
(1) и <докажемь» правильность рфшенйя: 


РУ ЕТ 





рав Ар 
519—196. 


И. 
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Казалось бы, все обстоить благополучно, хотя на самому, 
дЪлф не трудно видЪть, что если мы въ уравнеше (1) подста- 
вимъ вмЪето 2 число 5 и приведемъ обЪ части къ простЪйшему 
виду, то получается для первой части 1-- УТ, а для второй: 
1— И7,—чиела явно неравныя другъь другу, а потому, слЪ- 
довательно, 5 ме есть корень даннаго уравненшя, что бы ни 
утверждала приведенная нами выше «провЪрка». 

Корень 5 быль незамфтно введенъ въ уравнеше, когда 00% 
его части возвышались въ квадратъ. Другими словами, — корень 5 
удовлетворяеть уравненю (3), но никакъ не (1) и не (2). Но 
если бы въ какомъ либо изъ уравненй, (1) или (2), измЪнить 
знакъ, то получилось бы уравнене, удовлетворяющееся рт- 
шенемъ у==5; а именно: 

129—119 — 2. 

Итакъ, необходимо всегда помнить, что если рацюнальное 
уравнене получается изь ирращональнаго путемъ возвышеня 
въ степень, то существуеть всегда другое иррацюнальное урав- 
нене, отличающееся отъ даннаго только знакомъ какого-либо 
члена или членовъ, и изъ котораго также можно получить то 
же самое рацюнальное уравненте. 


Софистическая карикатура. 


Разобранный нами выше неправильный методъ «доказа- 
тельства» вЪфрности рЪшен1я уравненя можно свести къ довольно 
извЪетному, хотя и грубому логическому софизму, стремящемуся 
«доказать», что вслкое математическое дЪйсте можно свести 
на что угодно. 

Доказать, что 5 = 1? 

Вычитая изъ каждой части по 8, находимъ: 2 —— 2. 

Возвышая въ квадрать обЪ части: 4 = 4. 


Итакъ 5 = 1|.. 


ВЪ ЦАРСТВ® СМЕКАЛКИ. 10 
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Неправильные отвЪты. 


Въ учебникахъ и задачникахъ алгебры нерЪдко можно встр?- 
тить уравнене такого вида: 


45 — Ут 5-6, 


И ВЪ «отвфтахъ», гдЪ приведены рВшен1я задачъ, кратко со- 
общается, что корни этого уравненйя суть «4, или—1>. Это не- 
вфрно. РЪшене даннаго уравненя есть 4, а —1 не есть рЪ- 
шеше. Въ несчастью, подобнаго рода задачи, безъ надлежащихь 
разъяснешй, встрЪчаются чаще, чЪмъ слфдуетъ. 











Алгебраическе софизмы. 


Какой-то острякъ увЪфрялъ, что во всей литератур® суще- 
ствуеть на самомъ дфлЪ только небольшое число основныхъ 
остротъь или анекдотовъ, но со многими видоизмфненями. Онъ 
пыталея даже дать классификацию остроумныхъ изречен!й, сводя 
ихъ къ небольшой таблицЪ типичныхъ прим®ровъ. Другой остро- 
умець уменыпиль и это число типовъ, сведя ихъ, сколько по- 
мнится, всего къ тремъ. Нашелся и такой, который заявилъ, что 
ни остроть, ни шутокъ, вообще, не существуеть. УспЪль ли 
этотъ послдн!й дЪйствительно исключить понят!е объ остроумш, 
какъ таковомъ, или же къ огромному запасу старыхъ остротъ 
онъ прибавиль еще одну,— это, конечно, зависить оть взгляда 
на предметъ. 

`Вь настоящей главЪ мы, все же, сдфлаемъ попытку если 
не классифицировать, то до нЪкоторой степени освЪтить хотя 
бы нЪкоторые изъ наиболЪе распространенныхъ алгебраическихъ, 
такь называемыхьъ, «софизмовъ» или парадоксовъ. При этомъ 
наша цфль— не хитроумно запутывать вопросы, а разобрать’ 
извфстные типы этого рода задачъ, рискуя даже въ значитель- 
ной степени лишить ихъ присущей имъ «таинственности». С0- 
физмы подобны привидЪн!ямъ,—они не выносять свЪта. Ана- 
лизь гибеленъ для извЪетнаго рода вопросовъ. 


* 


10* 
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О тЪхь классахъ, или подклассахь, общихь логическихъ 
ошибокъ, которыя приводить въ своей «ЛогикЪ» Аристотель и 
которыя зависять отъ неправильныхъ построен!й силлогизмовъ, — 
въ случаяхъь математическихь софизмовъ приходится говорить 
мало. НаиболЪе часто въ софизмахъ, разсматриваемыхъ нами, 
изъ этихъ ошибокъ встрфчается та, которая зависить оть не- 

правильнаго построемя или употребленя такъ называемой ма- 
_ лой посылки. Въ математик подобное логическое противор е 
прикрывается незамфтнымъ для новичка допущенемь нЪкото- 
раго обратнаго, съ виду очевиднаго, предложеня, или же при- 
мЪфненемь процесеа математическихь дЪйствй, который кажется 
неоспоримымтъ, каково бы ни было его приложеше по существу. 
Возьмемъ хотя бы такой примФръ: 

Пусть с будеть среднее ариеметическое между двумя ие- 
ав 

р 7 


о 
(а-- 5) (а—6)=2°(а— 5); 


а? — $? — 2ас — 266; 


равными числами аи , т ее == И слЪдовательно: 


Отсюда 


Перенеся члены, имЪемь: 
@ — За8==2" — 966. 


Придавая къ обЪимъ частямъ равенства по с": 


- .@. —2ае с = — 6-е... ... а) 
Отсюда 
(а— с) —=(6.—с); 
или 
| ий ли Оо Рыб Е 
СлЪдовательно, 
д: 


А между тЪмъ было дано, что @ и 6 неравны! Въ чемь же 
дЪло? 

Конечно, обЪ части равенства (3) ариометически равны, но 
знаки-то этихъ чисель противоположны; такъ что равны только 
ихъ квадраты (2). Допускаемая здЪсь ошибка настолько оче- 
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видна, что, казалось бы, не стоило объ ней и говорить, если 
бы въ томъ или иномъ видф на ней не строились весьма мно- 
ме такъ называемые «матемалическе софизмы». 


Указывая въ предыдущей глав на ошибочные приемы про- 
вЪрки правильности рЪшешя уравненй, мы привели тамъ 
(стр. 145) другой примфръ ‘получаемаго, яко бы математически, 
абсурда. Поставимъ теперь вопросъ на общелогическую почву, 
и мы тотчасъ найдемъ источникъ всфхъ нашихъ ложныхъ вы- 
водовъ. Въ сущности, мы строимъ неправильные силлогизмы, 
подобные нижеслФдующимъ, которые нарочно приводимъ парал- 
лельно въ рядомъ стоящихъ столбцахъ: 

Два равныхъ числа имЪютъ 
равные квадраты. 

Эти два числа имфють рав- 
ные квадраты. 

СОлЪд.: Эти два числа равны. 


Птица животное. 


Лошадь— животное. 
Слфд.: Лошадь есть птица. 


По поводу каждаго изъ этихь неправильныхь логическихъ 
построенй съ полнымъ правомъ ‘можно привести и два такихъ 
параллельныхь замЪчания: 


Даже малоразвитой человЪкъ 
будеть издфваться надъ такимъ 
заключенемъ, ибо оно нелЪпо; 
но тоть же человЪкъ не за- 
мфтить иногда подобной же 
ошибки въ устахъ, наприм$ръ, 
политическаго оратора, — 0со- 
бенно своей парт. 


Каждый«первокурсникъ» выс- 
шей школы посмфется веявй 
разъ, какь получается нелЪпое 
заключение: и онъ же съ лег- 
кимъ сердцемъ готовь прими- 
риться съ ошибочными методами 
провЪрки р$шенй, указанными 
въ предыдушей глав. ^ 


Въ случаяхъ, когда приходится имЪть дЪло съ квадратными 


корнями, подмЪтить ошибку иногда не такь-то легко. По 0б- 
щему соглашеню о знакахъ, если нЪть 060бой оговорки, то 
передь У подразумЪвается знакъ --. Сообразно съ этимъ для 
положительныхь четныхъ или дЪйствительныхъь нечетныхъ 
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корней вЪрно, что ‹одинаковые корни изъ равныхъ количеству 
равны»; и отеюда 


в —- п— п, 

У 4 =Уауь. 
Но если а п ® отрицательны, а и—четно, то этого тождества 
уже не существуеть, и, принимая его, мы приходимъ къ абсурду: 


У(—1 ([=-П=УмщИ-в 
И1=(УИ— 1; 


‚1—=— 1. 


их 


`Или же, принимая, что у $=ух длЯ ВСякихЪ значенй 


буквъ, мы, казалось бы, можемъ написать слфдующее тождество 
(ибо каждая часть его — И вы 


Отсюда 





Освобождая отъ дробей: 


: ИИ 


‚ ИЛИ 


Эти ‹обманы по несчастью», гдЪ, отправляясь отъ общаго 
правила, приходятъ къ такому спещальному случаю, когда нЪко- 
торыя особыя обстоятельства дфлають это правило неприложи- 
мымъ, а также софизмы, получаемые обратнымъ путемъ, извЪет- 
ный математикъ Морганъ предлагаль раздЪлить на три разряда, 
относя ихъ всЪ въ область ‹псевдо-алгебры». По общему правилу, 
наприм$ръ, равныя величины, раздфленныя на равныя, даютъ 
и равныя частныя. Но это правило теряеть свою силу, если 
равные дфлители являются въ видЪ нуля. Приложене общаго 
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| вы 

правила къ этому спещальному случаю даеть также весьма 
/ большое число распространенныхъ математическихь софизмовъ. 


=. 


Первую часть его представимъ какъ произведенте суммы на 
разность, а во второй вынесемъ общаго множителя; получимъ 


(&-2) &—з=тх (122%........ (1) 
Сокращая на х— 2, получим: 
ЕЕ. 1... 
или 
2%=4, 
т; е. 
р а, 


Абсурдъ получилея потому, что, дЪля на 0 тождество (1), 
мы обратили его въ ур-е (2), которое удовлетворяется только 
корнемъ 2 — 0. Дфля же (2) на 5, мы и получаемъ нельюсть (3). 


Воть еще примЪръ: 
Пусть 


Тогда 
И 
ЕЁ 
ЖЕ Е=1. 


Но такъ какъ по положению 5 = 1; 
то, подставляя, получаемъ 2 = 1. 


ДФля на х— 1: 


Употреблене расходящихся безконечныхъь рядовъ даетъ 
друме многочисленные образцы математическихъь софизмовъ, 
секреть которыхъ состоить въ томъ, что молчаливо принимается 
за в®рное для всЪхъ рядовъ нЪчто такое, что на самомъ дЪлЪ 
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вфрно только для сходящагося ряда. Такъ называемый «гармо- | 
ничесюй рядъ» употребляется съ этой ифлью особенно часто. 


О 
са... 


г 5 





Разобъемъ этоть рядъ на группы членовъ такъ: 

1 ИЕ тит я 
о а аЬ 

+++) (+е-т+в)+ 


: 5 


- (5 -- ... всего 8 плен.) (+ ... всего 16 член. Е 5 


я 1 
Каждая заключенная въ скооки группа членовъ больше 5 . 


Слфдовалельно, сумма и первыхъ членовъ ряда возрастаеть 
безгранично при безграничномъ возрастания 72. Итакъ, сумма 
членовь ряда безконечна. Рядъ есть расходяцийся. Но если въ 
этомъ ряду знаки -- и — поперемфнно чередуются, то, какъ 
известно, рядъ 


с сти О 02 
р МЕ 1 
ИЗ СЕВ ЗЕЕ ВЕ 


есть сходяцИйся и сумма его равна 105 2 (логариомъ берется 
Неперовъ, т. е. при основан е). Запомнивъ это, не трудно бу- 
деть разобраться въ такомь «софизмЪ», гдЪ отправляются отъ 
этого ряда, выражающаго 105 2. 








НЫЕ 

рн ен 

[ее аы + ан: а 

Ча.) = (ччячнанан. = 
Нав )=0 


Но 10° 1 также — 0, значить 10° 2 = 0% 1—0. 
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ВмЪсто двухъ послФднихь скобокъ мы могли бы написать 
знаки безконечности со и вычесть: оо — оо = 0. 

Безконечность и. 0 для творца математическихь софизмовъ, 
вЪдь, тоже «количества>!... 


Молчаливо допуская, что всякое дЪйствительное число иметь 
логариемъ, и что онъ подчиняется тфмъ же законамъ, что и 
логариеомы обыкновенныхъ ариеметическихъ ры. можно 60- 


здать новый типь софизмовъ: 
([—1=1. 


Такъ какъ логариомы равныхъ величинъ равны, то: 
205 (—1)=1051=0. 
Итакъ 108 (— 1) =0. 
А также 10 (— 1) =10%1 
Значить —1==1(.. 


Идея о софизмахъ этого посл$дняго тина была посЪфяна, 
знаменитымъ Иваномъ Бернулли. 


Дадимъ еще и такой образецъь софизма: 
1 

Если взять дробь -, то она, какъ извЪфстно, возрастаеть съ 
НЯ 


уменьшенемъ знаменателя. 
Поэтому, такъ какъ рядъ 5, 3, 1, —1, —3, — 5 есть радъ 
убывающий, то рядъ вида 
ТЫ аа 1 1 
=, =, 1.— 1, == ИТ. Д. 
Ел 3. Ако ат 9 


есть возрастающий рядъ. Но въ возрастающемъ ряду каждый 
послфдуюций членъ больше предыдущаго,— значить: 
т о р 
=>-,1>-, ит.д. 
Вотъ поистинЪ неожиданный результать! Выходить, что мы 


«доказали» будто 
—1>-+1 
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Закончимъ настоящую главу общимъ замфчанемъ, что здра- 
вое и правильное разсуждене, все же, не въ силахъ совершенно 
убить ни чисто формальныхъ, логическихъ, ни математическихъ 
софизмовъ. Таково ужъ свойство человЪческаго ума. Но что же 
изъ этого? Если существуеть, наприм$ръ, поддфльная монета, 
то это вфдь не значить, что подлинная не имфеть никакой 
цфиности. Изучене поддЪлки, наобороть, можеть научить насъ 
въ будущемъ различать всякую фальшь, какъ бы тонко и хитро 
немъ ее ни преподносили. Разборъ всякаго рода фальши и логи- 
ческихъ подтасовокь въ такомъ случаз можеть быть предме- 
томъ не только прятныхъ, но и полезныхъ развлечений. 


Задача 59-я. 


Опровергнуть софизмъ: 
Возьмемъ тождество 


95 25 
4— Ю=9—15+ г 


которое можно представить въ видЪ 


Е во. 
5 о 


Извлекая изъ обфихъ частей квадратный корень, имфемъ 


Прибавляя къ обфимъ частямъ по 5, ИмЪемъ: 


8—8. 
Задача, 60-я. 


Опровергнуть софизмъ: 
Очевидно, что 
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1 
ДЪля о0Ъ части на одно и то же количество 1, получаемъ: 


2>3. 


Задача 61-я. 
ДЗлежъ верблюдовт, 


Старикъ арабъ, имЪвиий трехъ сыновей, распоря- 
дился, чтобы они послЪ его смерти подЪлили принадле- 
жащее ему стадо верблюдовъ такъ, чтобы старций взялъ 
половину вс$хъ верблюдовъ, среднй—треть и младиий— 
девятую часть всЪхъ верблюдовъ. Старикъ умеръ и оста- 
вилъ 17 верблюдовъ. Сыновья начали дфлежъ, но ока- 
залось, что число 17 не длится ни на2, ни на 3, ни 
на 9. Въ недоум$нш, какъ быть, братья обрати къ 
шейху (старшина племени). Тотъ прЁБхалъ къ нимъ на 
собственномъ верблюдЪ и разд’ Блилъ ихъ по завфщанийю. 
Какъ онъ это сдЪлалъ? 


Ръшенуе. 


Шейхъ пустился на уловку. Онъ прибавиль къ стаду на 
время своего верблюда, тогда стало 18 верблюдовъ. РаздЪливъ 
это число, какъ сказано въ завфщан!и, шейхъ взялъ своего вер- 
блюда обратно; и получилось: 


1 = 

у старшаго брата =..... 9 верблюх., 
т 1 ъ 

у средняго ората 6 » 
р. 1 

у младшаго брата 5. .... 2 » 





Всего... 17 верблюд. 
Замтчалие. Задача представляеть ро матемалическато 60- 


физма. СлФдуеть замфтить, что сумма - о Е = —в, ®; .@ 


не равна единиц. Но отношене Ра чиселъ 9, би2 равно 


1 
9: 


САЙ 


> НЫ 
отношентю дробей -, эй 





Положительныя и отрицательныя числа, 


Говорить объ ариеметическомь числЪ, какъ о положитель- 
номъ,—до сихъ поръ еще составляеть такое распространенное 
и общее заблужденте, что всегда полезно вносить на этотъ ечетъ 
соотвЪтетвуюция поправки. Числа, съ которыми мы оперируемъ 
въ ариеметик®, нельзя назвать ни положительными, ни отрица- 
тельными. Это числа, если можно такъ выразиться, не имъюция 
знака. Отрицательныя числа появились не позднЪе положитель- 
ныхъ, какъ иные ошибочно говорятъ, смфшивая двЪ разныхь 
вещи; и ть и друмя числа въ одно и то же время одинаково 
лежать въ понятши какъ отдЪльной личности, такъь и народа 
вообще. На какомъ основани мы можемъ утверждаль, говоря 
0 двухъ прямо 2ротивоположныхе вещахъ, что идея объ одной 
сдфлалась принадлежностью человфческаго ума раныпе, чЪмъ 
идея о другой; или же говорить, что первое яснЪе, чЪмъ вто- 
рое? Выраженя «положительный» и «отрицательный» соотно- 
сительны (коррелятивны), и ни одного изъ нихъ нельзя упо- 
требить, не вспомнивъ о другомъ. 

Хорошимт, упражнентемъ для развития яснаго понимания тьхъ 
соотношен!й, которыя существуютъ между положительными, отри- 
цательными и ариометическими числами, служить разсмотр®н!е 
соотв тетя между положительнымъ и отрицательнымъ рЪше- 
нтемъ уравнен1я п ариеметическимъ рфшенемъ задачи, давшей 
начало уравнению, въ связи съ вопросомъ, благодаря какимъ 
начальнымъ предположешямъ получится это соотвЪфтетве. 
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Для нагляднаго выяснен!я соотношенй, существующих 
между положительнымъ, отрицательнымъь и ариеметическимъ 
числомъ, быть можеть, нфть лучше прибора, чВмъ вЪфсы. Этоть 
приборъ прежде всего наилучше выясняеть ту прямую #роти- 
воположность, которая существуеть между положительнымъ и 
отрицательнымъ числомъ. Такъ, тяжесть, находящаяся, скажемъ 
на положительной чашкЪ вЪсовъ, уравнов$шиваеть то напря- 
жене притяженйя, которое оказываетъ равная по масс» тяжесть, 
положенная на другую чашку вЪсовъ. ДвЪ тяжести на противо- 
положныхъ чашкахъ вЪсовъ имфють равныя массы, равно какъ 
и два числа, выражающия эти тяжести, имфють одинаковое 
ариеметическое значеше. 

Несчастливое выражеше «меньше, чфмь ничто» (пущенное 
въ обороть Штифелемъ), попытка разсматриваль отрицательныя 
числа отдфльно оть положительныхъ, «изучеше» отрицательныхъ 
чиселъь позднфе положительныхьъ, а также назване «фиктив- 
ныхъ», придававшееся прежде отрицательнымъ числамъ, — все это 
кажется теперь довольно страннымъ,— только теперь, послЪ того, 
какъ яено усвоено истинное значене положительныхъ и отри- 
цательныхъ чиселъ, какъ величинъ дЪйствительныхъ, хотя прямо- 
противоположныхъ по значению. Тавя поясненя, какъ числа. 
дебета и кредита въ бухгалтерш, или же показантя термометра 
выше и ниже нуля, также могутъ до нЪкоторой степени спо- 
собетвовать полнотЪ пониманя о противоположности положи- 
тельныхь и отрицательныхъ чиселъ. 

Объ иллюстращи положительныхъ и отрицательныхъ чиселъ 
съ помощью прямой лини см. главу «Наглядное представленте 
комплексныхъ чиселъ>». 

ЗдЪфсь, пожалуй, кстати будеть привести и небольшую исто- 
рическую справку изъ Каэджори (Са7о7ё. Назюгу ор.Метещату 
Ма\Фетайс$) объ отрицательныхъь числахъ: «Отрицательныя 
числа казались «абсурдомъ» или «фикщей», пока математики 
не натолкнулись на ихъ наглядное или графическое предста- 
вленте... Впрочемъ, если изгналь всякое наглядное представле- 
не посредствомъ лин, или термометра, то отрицательныя числа 
и нынзшнему учащемуся могли бы показаться такимъ же аб- 
сурдомъ, какимъ они казались прежнимъ алгебраистамъ». 
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Задача, 62-я. 
Два общихъ наибольшихъ дфлителя: 
Лопустимъ, что дано два количества 
х3— аи и 


и затЪмъ на вопросъ объ ихъ О. Н. Д. (общемъ наи- 
большемъ дЪлителЪ) одинъ отвЪтилъ, что О. Н. Д. этихъ 
количествъ есть х—а, а ‘другой, что такой дЪлитель 
есть а—х. Спрашивается: кто правъ? 


Ръшение. 


Оба отвЪта правильны. Слфдуеть только, чтобы отвЪчаюцщий 
правильно понялъ и обсудилъь вопросъ, такъ какь въ налич- 
ности двухё О. Н. Д. нЪфть ничего страннаго. Если бы коли- 
чества были предложены въ форм 2—а? и 2—4”, то отв?- 
чающуй, естественно, сказаль бы, что О. Н. Д. ихь есть 2—а, 
и, пожалуй, иной настаивалъ бы, что существуеть только онъ 
одинъ. Но не трудно видЪть, что а—х есть тоже общий дфли- 
тель и такого же порядка, какъ и 2—а. 

Быть можетъ,—замЪтимъ здфсь кстати, —слФдовало бы при 
изучеши элементарной алгебры обращать почаще внимаше на 
то, что всяюй рядъ алгебраическихь выраженй можеть имЪть 
два общихь наибольшихь дълителя, равныхъ по величин, но 
противоположныхь по знаку. 

Такъ какъ слово «наибольший» обозначаеть превосходную 
степень, то математику въ данномъ случаз приходится изви- 
няться предъ филологомъ за прегршене противь синтаксиса, 
языка. 

Въ самомъ дЪлЪ, какой солецизмъ!.. Два наибольшихв... 

Примъчанае. Вее сказанное объ О. Н. Д. можно, очевидно, 
съ такимъ же основантемъ отнести и къ общему наименьшему 
кратному. Такъ что съ алгебраической точки зря совершенно 
естественно говорить о 9645 О. Н. ЕЁ. 





= 
—— 





Наглядное изображене комплексныхъ чиселъ, 


Возьмемъ отрфзокъ прямой ОВ длиной въ одну единицу, 
направленный вправо отъь О (фиг. 86) и примемъ его за -- 1; 
тогда —1 изображается отрЪзкомъ ОГ той же прямой, равнымъ 
ОВ, но направленнымъ влЪво оть 0. Вообще говоря, а изо- 
бразится линей въ а единицъ длины, но направленной вираво 
оть 0, и —а лишей же въ а единицъ длины, но направлен- 
ной влЪво оть 0. Таково простЪйшее и наиболЪе извЪетное 
приложен!е прямой лини, которое и 
даеть намъ геометрическое изобра- 
жеше такъ называемыхъ дъйстви- 
тельныхлье (положительныхъ и отри- 
цательныхъ) чиселъ. Подобное при- 
ложеше прямой для геометриче- 
скаго изображеня чисель разнаго 
знака было, какъ оказывается, из- 
вфетно еще древнимъ индусамъ, 
но намъ неизвЪстны случаи подоб- р 
наго примфненя въ ЕвропЪ до Не: : 
1629, когда вь сочинении «Шшуепйоп МопуеШе еп РА]юёге» 
далъ его Альберь Жираръ. 

Представимъ теперь себЪ, что направленная въ положитель- 
ную сторону лишя ОЁ въ единицу длины вращается около О, 
какъ центра, вь направлени, принятомъ за положительное 
(противоположно движентю часовой стрЗлки) и изь положешя 
ОВ (-|- 1) приходить въ положеше ОТ (—1), описавъ при этомъ 
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два прямых» угла. 'Такимъ образомъ круговому вращеню поло- 
жительной единицы длины ОЁ на два прямыхь угла, когда 
она принимаеть прямо-противоположное направлен!е 0/1», соотв? т- 
ствуеть изм$нене при единиц знака: отъ -|- 1 мы переходимъ 
къ — 1. Но тоть же результать получится, если мы положи- 
тельную единицу умножимъ дважды на множитель —- у! 
(какъ извЪстно, / —1.]/ —1=— 1). Итакъ, круговому пере- 
мЪщенйо прямой на каждый прямой уголь соотвЪтствуеть въ 
данномъ случаЪ множитель УЕ СлЪдовательно, когда линя 
ОЕ приметь направлеше ОП (вверх и перпендикулярно къ 
ОЕ), то она изобразится числомъ -- у — 1. Подобнымь же 
образомъ, продолжая вращене прямой въ томъ же направлении, 
мы видимъ, что изъ положеня О (—1), она черезъ положе- 
не ОР приходитъ опять въ положеше ОЁ (-- 1), описавъ еще 
два прямыхъ угла. Аналитически то же получится, если мы 
— 1 дважды умножимь на — ИУ — 1; такь что множитель 
—У — Т соотв тствуеть вращению 01, на прямой уголь къ 
положеню ОД, и эту послЪднюю линшю (перпендикулярь къ 
ОТ, направленный внизъ), мы и должны обозначить числомъ 
— У 1. 

Итакъ, если разстоянйя, отсчитываемыя вправо, мы будемъ 
брать съ знакомъ -|-, то разстоянйя влЪво должны быть со зна- 
комъ —, количество же $ /—1 обозначаеть линйо въ 6 еди- 
ниць длины, направленную в6ер2ё, а количество — В У— 1 
обозначаеть линйо въ 6.единиць длины и направленную 6435. 

Количества, въ которыя входить множителемь И — Т, но- 
сять назваше мнимы:з, а только что указанное геометрическое 
изображеше мнимыхъ величинъ было впервые предложено Кю- 
номъ въ Актахъ С.-Петербургской Академи Наукъ за 1750 г. 


Й 








Для графическаго изображемя комплексналю числа, т. е. 
числа вида а-- 6 И--1, оть точки О (фиг. 87) откладываемь 
въ положительномъ направлеши линю ОА, равную а единицамъ 
длины; изь А возставляемь перпендикуляръ АБ, равный 6 
единицамъ длины и въ направлении, указываемомъ множителемъ 
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И— 1; наконець, проводимь прямую ОВ. Эта послЪдняя лин!я 
по величинз и направлентю и есть геометрическое изображене 
комплекенаго количества а1 6 / — Т. Длина ОВ, равнаяИ а’-5*, 
носить назване модуля взятаго нами комплекснаго числа. 


В 


О А 
Фиг. 87. 


Только что указанное геометрическое изображене ком- 
плексныхь количествъ было впервые предложено Жаномъ Ро- 
бертомъ Арганомъ (Агоал4) изъ Женевы въ 1806 году. Онъ 
же первый въ 1814 г. употребилъ и терминъ «модуль» въ ука- 
занномъ выше смыслф. 

Работы Вюна, Аргана и въ особенности датскаго ученаго 
Весселя (въ 1797 г. Академя Наукъ въ Коненгаген®), распро- 
странившаго представлеме комплексныхъ количествъ на гео- 
метрию въ пространствЪ, представляютъь тЪ подготовительныя 
ступени, основываясь на которыхъ въ настоящее время выросъ 
новый важный методъ: «теоря векторовъ» (вектортальный ана- 
лизъ). Во всей полнотЪ и широтЪ вопросъ этоть впервые охва- 
ченъ и обработанъ проф. Вильямомъ Гамильтономъ въ 1852 и 
1866 годахъ подъ именемъ < Иватерноновз». 

ВмЪето символа | — 1 обыкновенно употребляется буква #. 
Обозначеше это впервые было предложено Эйлеромъ. Популя- 
ризащю же среди математиковъ какъ этого символа, такъ и 
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работь Вюна и Аргана слФдуеть приписать «первому изъ ма- 
тематиковъ» В. Ф. Гауссу. 

Столь противоположныя по смыслу названйя, какъ «дЪйстви- 
тельный» и «мнимый», были впервые употреблены Декартомъ 
при изслфдовани корней уравненй. Съ тфхъ поръ это слово 
мнимый такъ и удержалось въ математическомъ языкЪ, несмотря 
на все его несоотвЪтетве, какъ видимъ, съ дЪйствительнымъ 
характеромъ количествь вида а И — 1 и несмотря на попытки 
ввести другое болЪе соотвфтствующее наименоване. ЗдЪсь, быть 
можеть, кстати будетъ указать на тоть огромный авторитетъ, 
которымъ пользовался Декарть въ математическомъ мфЪ даже 
въ обозначешяхъ и выработкЪ алгебраическаго языка. Первыя 
буквы азбуки для обозначентя извЪстныхь величинъ и посл®д- 
шя— для обозначентя неизвЪстныхъ, нын®шнее употреблене по- 
казателей степени, точка— для обозначеня умноженя—все это 
получило начало или окончательно утвердилось авторитетомъ 
Декарта. 


История науки и въ данномъ случа подверждаетъ правило, 
что каждое новое обобщене вопроса заключаеть въ себЪ, какъ 
частные случаи, все то, что прежде было извЪстно объ этомъ 
предметЪ. Общая форма комплекснаго количества 


а-—- в 


заключаеть въ себЪ, какъ частные случаи, и «дЪйствительныя», 
и «мнимыя» количества. При 6 — 0 комплексъ а 9 даетъ дЪй- 
ствительную величину, при а=0 получается мнимая. Общая 
{форма комплекснаго числа есть сумма дЪйствительнаго и мнимаго. 

Въ 1799 году Гауссь обнародовалъ первое изъ своихъ 3-ХЪ 
доказательствь, что всякое алгебраическое уравнене им?Ъеть 
корень вида а 6%. - 

Уравнения первой степени (линейныя) даютъ намъ возмож- 
ность разсматривать только дФйствительныя количества противо- 
положныхъ знаковъ: х т а=0 и х— а=0 удовлетворяются 
соотвЪтственно значенями — а и а. Неполное квадратное 
ур-е вида 2’ а’—=0и 4 — а* —0 уже вводить въ разсмотр?- 
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ве и чисто мнимыя количества, такь какъ корни этихъ урав- 
нешй суть @и а. Наконець, полное квадратное уравнене 


ах бас =0 


даетъь для корней уравнешя пару сопряженныхъ комплексных 
корней (т. е. два количества вида: а, |6 и а, — 6.2) при уело- 
вш, что 6 не равно нулю, и что выражене 2” — 4ас отрица- 
тельно. Послфднее выражене, составленное изъ коэффищентовъ 
даннаго уравненя (5“ — 4ас), носить спещальное названте 
дискриминанта ур-я. 

Какъ видимъ, знакомство съ мнимыми и комплексными ко- 
личествами является непосредственнымъ результатомъ простого 
алгебраическаго анализа. Но полное понимане и надлежащая 
оцфнка этих количествъ были невозможны до тЪхъ поръ, пока не 
сдфлалось возможнымъ наглядное и, такъ сказать, ощутимое 
пзучене ихъ. Исторля вопроса постоянно показываетъ намъ, что 
въ изучеше алгебры вводилось постепенно графическое изображе- 
не положительныхъ, отрицательныхъ, мнимыхъ и комплексныхъ 
чиселъ. 

Подобно тому, какъ раньше съ помощью вЪфсовъ было вы- 
яснено поняше о положительномъ и отрицательномъ количе- 
ствЪ, можно найти также много практическихъ примЪровъ, уяеня- 
ющихъ комплексное и мнимое число. Такъ, напр., возьмемъ игру въ 
ножной мячъ (футболъ). Если силы ударовъ, толкающихъ мячъ 
по направленю ОЕ (см. фиг. 86), обозначить положительными, 
дЪйствительными числами, то силы, двигаюния мячъ въ прямо- 
противоположномъ направленш, выразятся отрицательными чи- 
слами. При этомъ силы, заставляюция мячъ двигаться въ на- 
правлени ОЙ или ОР, изобразятея мнимымъ числомъ, а вся- 
кая сила, двигающая мячъь въ любую иную сторону площади 
игры, изобразитея комплекенымъ числомъ. 


ИЕ 





Правило знаковъ при алгебраическомъ умножени, 


Геометрическое объяснене. 


лазстояне направо и вверхъ оть О (фиг. 88) условимся 
брать со знакомъ --, а разстояме налЪво и внизь условимся 
брать со знакомъ —. Выполнимъ прилагаемый здЪфеь чертежъ 
(фиг. 88) и разсмотримъ полученные прямоугольники. 





Фиг. 88. 


Прямоугольникъ ОВ имЪфеть а-6 единицъ площади. Примемь, 
что это произведеме имЪфеть знакъ --. 

Предположимъ теперь, что 5Ё, оставаясь параллельной самой 
себЪ, передвинется влЪфво и, перейдя черезъь положене ОТ, 
передвинется еще лЪвЪе на а единиць и приметь положене 5'АВ’. 
Основане прямоугольника при этомъ будеть все уменьшаться, 
обратится въ нуль и, перейдя черезь это значене, станетъ 
отрицательнымъ. Точно также сдфлается отрицательнымъ и 
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прямоугольникъ. ЭЗначить произведене а на -- 0 станеть 
отрицательнымъ, оно — — ад. 

Предноложимъ далфе, что ТГВ’ передвигается внизъ, оста- 
ваясь параллельной самой себЪ, и опустится на 6 единиць ниже 
лини 55". Прямоугольникъ, раньше отрицательный (со зна- 
комъ —), перейдеть значене черезь 0 и станетъ теперь поло- 
жительнымъ. Итакъ, произведене —а на — 2 даеть -- аб. 

Путемъ подобнаго же разсуждешя не трудно видЪть, что 


(На) (9 =—4. 


На основани опредфленя умножения. 


Умножене есть дЪйстве, при которомь изъ одного изъ 
двухъ данныхь чисель (множимое) мы получаемьъ новое число 
(произведен!е) такъ, какъ другое число (множитель) получается 
изъ единицы, принятой за основную. 

Предположимъ, что даны 2 множителя: 4 и {-3. При- 
нимая за основную единицу 1, мы видимъ, что множитель 
составленъ повторенемъ три ‘раза этой основной единицы: 
(ЕСО =- 3. По опредЪленю умножения, то же 
самое надо произвести и съ множимымъ: (-- 4)-|- (-- 4) -- (-- 4) = 
—- 12, т. е. произведенме получится положительное. Разсу- 
ждая совершенно подобнымъ же образомъ, найдемъ, что произ- 
ведеше —4 на -3=(—4)-+ (--4)+(—4)=— 12. 

Возьмемь теперь множители --4 и — 3. Множитель — 8 
получается опять-таки троекратнымъ сложешемъ основной еди- 
НИЦЫ, НО С8 измъненнымь знакомз. Поэтому, чтобы получить 
произведене |-4 на — 3, мы должны также взять множимое 
4 съ измюненным знакомз и сложить его 3 раза. Получится 
'(—-9-+С9+<-9=—=12. 

Точно также при умножени — 4 на — 3, мы во множи- 
момъ должны перемфнить знакъ на обратный и сложить его 
3 раза, т. е. (—4) Хх (—3) = (+4) (4%) (+4) =- 12. 

Такимъ образомъь для всфхъ четырехъ случаевь мы геоме- 
трически и аналитически вывели то извЪстное правило знаков, 
которое часто для краткости выражають тагъ: «одинаковые 
знаки даютъ --, а разные —>. 
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Обобщене правила знаковъ. 


Выводя предыдущее правило знаковь при умножени, мы 
приняли за основную единицу -|- 1. Посмотримъ, что произой- 
деть, если за основную единицу примемъь — 1. Исходя изъ 
опредЪленя умножения и разсуждая совершенно такъ же, какъ 
въ предыдущей главЪ, найдемъ, что въ этомз случаЪ получается: 


Разсматривая эти четыре случая, мы видимъ, что при 
основной единиц —1 правило знаковъ будетъ уже не то, что 
при основной единицф --1, а именно: въ этомь случаф при 
одинаковыхъ знакахъ множителей получается —, а при раз- 
ныхь знакахъ множителей получается |. 

То же самое мы могли бы получить и геометрически, но 
только тогда на фиг. 88-ой прямоугольникъ (-- а) х (--6) надо 
принять отрицательнымъ, т. е. равнымь —аф. 

Но примемъ ли мы за основную единицу 1, или — 1, 
оба правила знаковъ, выведенныя выше, можно объединить въ 
въ одно слЪдующее: Если два множителя имтютз одинаковые 
знаки, то знакз илз произведеня одинаков со знаком основ- 
ной единицы; если же оба множителя имтютз разные знаки, 
70 знакз ихь произведеия противоположень знаку основной 
единицы. Или, выражаясь кратко, одинаковые знаки дають 
знакъ одинаковый (съ основной единицей), а разные 
положный (основной единиц). 

Если принять за основную еще какую либо иную единицу, 
то получимъ и друге законы для знаковъ — другую алгебру, 
нначе говоря 





противо- 


Умножене, какъ пропорций. 


По опредЪлентю умноженя, произведене находится въ та- 
комъ же отношен!и къ множимому, въ какомъ множитель на- 
ходится къ основной единиц. Это равенство отношенй можно 
представить пропорщей: 
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произведене : множимое — множитель : основная единица. 


Или: 


основная единица : множитель — множимое : произведенте. 


Постепенное обобщене умножения. 


Съ тБхь поръ, какь Лука Пачюли (въ ХУ и въ началЪ 
ХУТГ столЪия) находилъ, что необходимо (хотя и трудно) 
объяснять, почему это при перемножени правильныхъ дробей 
(въ ариометик$) получается произведене меньшее, чфмъь мно- 
жимое, и до нашихъ дней съ современнымь употребленемъ 
термина «умножене» въ высшей математикЪ, какъ видимъ, 
произошла большая перемфна. Такъ что этоть математический 
терминъ «умножене» можеть служить однимъ изъ лучшихъ 
примЗровъ обобщеня и употребленйя слова совсфмъ уже не въ 
томъ этимологическомь смыслЪ, который оно имЪло вначалЪ. 











Геометрическ!е софизмы, 


Задача 63-я. 
Искусная починка. 


На днЪ деревяннаго судна во время плаванйя слу- 
чилась прямоугольная пробоина въ 13 дюймовъ длины 
и 5 дюймовъ ширины, т. е. площадь пробоины оказа- 
лась равной 13 Х $ = 65 квадратнымъ дюймамъ. У су- 
дового же плотника для починки нашлась только одна 
квадратная доска со стороной квадрата въ 8 дюймовъ. 
т. е. вся площадь квадрата равнялась 8 Х 8 = 64 квадр. 
дюймамъ (фиг. 89). Плотникъ ухитрился, однако, раз- 
р%$зать квадратъ на части и сложить эти части такъ, 
что получился какъ разъ прямоугольникъ, соотвЪт- 
ствуюций пробоинф, которую онъ и задфлалъ. Вышло 
такимъ образомъ, что плотникъ владЪлъ секретомъ 
квадратъ въ 64 квадратныхъ единицъ мфры обращать 
въ прямоугольникъ съ площадью въ 65 такихъ же 
квадратныхъ единицъ. Какъ это могло случиться? 


РЁфшен:е. 


Ивадрать площадью въ 64 квадратныхъ дюйма разрЪжемъ 
на четыре части А, В, Си 1) такь, какъ это указано сплош- 
ными линями на фиг. 89. Т. е. сначала разрЪжемъ квадрать 





Фиг. 89. 





й 


Фиг. 91. 


90. 


Фиг. 


170. 


на два прямоугольника съ одинаковыми основантями, равными 
сторон квадрата, но высота одного прямоугольника 3, а дру- 
гого 5 дюйм. ЗатЪмъ меньший прямоугольникъ раздфлимъ на 
два равныхъ треугольника А и Б дагональю, а больший 
на двЪ равныя трапещи, Си 0. Сложимъ вслфдъь за этимъ 
полученныя части такъ, какъ это указано на фиг. 90, и мы 
получимъ прямоугольникъ со сторонами въ 13 и 5 дюймовъ и 
съ площадью въ 65 квадратныхъ дюймов! 


Выходить такимъ образомъ, что мы какъ бы и въ самомъ 
дл геометрически показали, что 64—65. Но допущенный 
въ нашихь разсужденшяхь и построешяхь софизмъ легко по- 
ясняется фиг. 91-й. Сложивъ полученныя части квадрата, какъ 
указано рисунками, мы получаемъ, что ЕН и НО, каждая 
въ отдЪфльности, прямыя лини, но онф не составляють про- 
должешя одна другой, т. е. одной прямой, а дають ломаную 
лин!ю. Точно также и лия ЕС есть тоже ломаная линия; 
и это легко доказать. Въ самомъ дЪлЪ: 

Пусть Х обозначаеть точку, гдф прямая ЕН встрЪчаетея съ 
прямой (1.7. Посмотримъ теперь, совпадаеть ли Х сь @ или нЪть? 
Изь подобныхъ треугольниковь НК и ЕХА имЪемъ 


АЛ: = ВАК 
Или 
А 91 





въ то время какъь С/= 5. 

Площадь полученнаго прямоугольника дЪйствительно равна 
65 кв. дюйм., но въ ней есть ромбоидальная щель ИЮКСНИ, 
площадь которой равна какъ разь 1 квадр. дюйму. 

Такимъ образомъ хитрому плотнику, все равно, пришлось 
замазывать при починк® небольшую щель. Иллюзмя же сплош- 
ного прямоугольника получается вслЪдетные весьма незначитель- 
ной разницы наклонения д!агонали прямоугольника со сторонами 


171 


13 и кь больней сторон и наклонения къ большей сторонЪ 
длагонали прямоугольника со сторонами 3 и 8. Въ самомъ дЪлЪ, 


7 


наклонения выражаются соотв тственно числами 18 И 3 разность 
которыхъ есть: 

5 В 

1: ЛЕГ 


Замфтимъ кстати, что встрфчаемыя здЪсь чиела 8, 5, 8, 13 
принадлежать къ ряду 


ПЕ 9, 6, 8. 13751.34706, ЗОВ 


въ которомъ каждый членъ получается сложенемъ двухъ непо- 
средственно предыдущихъ членовъ. Этоть весьма зам чательный 
рядъ былъ впервые указанъ вь ХШ в$кЪ математикомъ „Лео- 
нардомъ Фибоначчи изъ Пизы. 

Воспользуемея даннымъ геометрическимъ парадоксомъ также 
и для того общаго замфчаня, что при разрЪзыванш и перело- 
женши фигуръ (см. также 1-ю книгу «Въ царствЪ смекалки» 
стр. 108—115) не слфдуетъ довфрять исключительно глазу, но 
необходимо подкрЪилять свои дЪйствя и математическими дока- 
зательствами. 


Задача 64-я. 
Обобщене того же софизма. 


На прилагаемой здЪсь фиг. 92-й показано, какъ тЪ же четыре 
фигуры (два равныхъ треугольника и двф равныхъь трапещи), 
что и въ предыдущей задачЪ, сложить 3-мя различными способами 
и получить фиг. 4, Ви 0. 

Если теперь обозначимь х—5 и у—3, то будемь имЪть 
для площадей полученныхъ фигуръ: 4-=68, В—=064, (= 65, 
т.е. С ВЕТи ВБ А=1. | 

Словомъ, теперь уже выходить, что будто бы одни и т% же 
извЪстной формы куски, скажемъ, бумаги дають три площади 
различной величины, въ зависимости оть одного только перело- 
женя! 








Фиг. 92. 


ИзелЪфдуемь полученныя три фигуры алгебраически: 
площадь 4 —=2ху-- ху у(2у — х) = му 2, 
> В= (ау) = Ну -ь уг; 
> С=2(2-- у) = -Е ту; 
> С—ВБ=т —чу— у; 
> В— А=47? — уф у. 
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Итакъ, всЪ эти три фигуры будуть равны, если 
27 —ху— у = 0, т. е., иначе говоря, если 
$ 1-Е 
Е 
СлЪдовалельно, взятыя нами 3 фигуры ме монутв быть 
равны, если д и у выражены оба въ ращюнальныхь числахъ. 
Фиг. А и С кажутся намъ сплошными, опять таки, только 
велЪдетве зрительной иллюзии. 


Попытаемся теперь найти тЪ рацюнальныя значешя 2 и у, 
которыя разницу между Аи ВБ, или между Ви С дЪлають рав- 
ной 1. Иначе говоря, надо рзшить ур-1е 


2 


2“ — 1) — “== 1. 


Искомыя рЪшеня, какъ оказывается, заключаются въ упо- 
мянутомъ въ предыдущей главЪз рядф Фибоначчи 


ОИ Иер В, 5 В, 18-08656; 


если для у и 2 соотвЪтственно брать въ этомъ ряду два послф- 
довательныхъ члена. 

Значеня у —= 3, х==5 суть тЪ, которыя обыкновенно даются 

. } ) ) ) 
какь и въ настоящемъ случаЪ. Для нихъ мы и имЪфемъ, какъ 
указано выше, АВС. 

Если взять слфдующую пару рфшенй у =5 и х—8, то 
получится 4>В> С, ибо въ этомъ случа А == 170. В =169, 
0==1065: 

Рядъ Фибоначчи. 

Вакъ видиуъ изъ двухъ предшествующихъ задачъ, рядъ Фи- 

боначчи 

09.85.89. 9. 34 55 бан 
гдЪ каждый послфдуюцщий членъ получается путемъ сложен1я двухъ 
непосредственно предыдущихъ, играеть значительную роль въ 


изслФдован1и геометрическихъ софизмовъ разсматриваемаго рода. 
Укажемтъ еще на н®которыя свойства, этого замфчательнаго ряда. 
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Прежде всего обратимъ внимане на то, что квадрать ка- 
ждаго члена этого ряда, уменьшенный на произведене двухъ ря- 
домъ о-бокъ (справа и слЪва) стоящихъ возлЪ него членовъ даеть 
поперем$нно то -- 1, то — 1, т. е. 





р" ВЕН 
У. Е 
Де он. 
8—5. 18 —=-—1. 


Выдфляя члены, дающие — 1, начиная съ 


8—1 65:18—=--1, 
ен 
НТ: а! 


мы видимъ, что парадоксы, приведенные нами выше, можно разно- 
образить сколько угодно. Такъ, вмЪсто квадрата на стр. 169 въ 8 
единиць длины можно брать квадраты со сторонами 21, 55 ит. д. 
единицъ длины и получать изъ нихъ парадоксальныя фигуры 
съ еще большимъ на первый взглядъ приближенемъ. 

Точно также, если взять въ ряду Фибоначчи таже члены, что 


13°— 8.21—=--1, 
342 —21.65 = 1, 


т 
) 


то можно брать квадраты со сторонами въ 13, 34 ит. д. еди- 
ницъ длины. Но здЪсь для достиженя требуемой иллюзи лучше 
взять сначала прямоугольникъ (напр., со сторонами 8 и 21), а 
затфмь разрЪзать его такъ, чтобы скрываемая нами щель полу- 
чалась внутри квадрата (13 Х 13). 

Замфтимъ также, что если взять простЪйшую непрерывную 
дробь 


1+ 
++ 
НЕЕ: 
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и начать вычислять ея послЪдовательныя лодходяиия, то опять 
получимъ рядъ Фибоначчи. 

Итакъ разрЪзыване и переложене фигуръ, подобныя ука- 
заннымъ выше, можно разсматривать, какъ геометрическое пред- 
ставленте величины приближения, даваемаго этой непрерывной 
дробью. 


Задача 65-я. 
Похоже, но не то. 


Софизмъ, похояйй съ виду на данный раньше (задача 63), 
получится, если построить прямоугольникъ со сторонами въ 13 
и 11 единицъ длины (фиг. 93), разсЪфчь его д1агональю и сдви- 


р ое 


== 
' 
аа 
' 
О 
+ 
й 
+ 
1 
3 
! 
1 


р 1 ! 
анны Е- 


' 
т 
О 
- -|- 





нуть зал$мъ полученные треугольники по ихъ общей гипоте- 
нузЪ въ положене, указанное на фиг. 94-ой. Эта послФдняя 
фигура по виду состоить изъ квадрата УВХБ со сторонами 
въ 12 единицъ длины, т. е. площадью въ 12° =—144 квадр. 
единицъ. Кром того къ этой площади надо прибавить площади 
треугольничковь РОВ и ЭТО, каждая величиной въ 0,5 квадр. 
единицъ. СлЪдовательно, площадь всей фиг. 94 равна 145 квадр. 
единицамъ. Но какъ же это получилось, если площадь прямоуголь- 
ника на фиг. 93 равна только 13 Х 11 == 143 квадр. единицамъ? 
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Разсмотр$ ше фигуръ, особенно если обратимъ внимане на 
то, какъ длагональ на фиг. 93-ой пересЪкаетъь лини, докажетъ 
намъ, что УАХФ не есть квадратъ. ГБ равна 12 единицамъ 
длины, но ЭХ < 12; ТХ (меньшая сторона на фиг. 94) равна 
11 един., но ЭТ 1 (см. ЭТ на фиг. 94). Съ другой стороны, 
разбирая то же аналитически, имЪемъ: 

у у 


Фиг. 94: 


о ИРЕЕВОЫЬ КО 


ИЛИ 
ОН: 
СР 
11 
т 
18 
Значить, прямоугольникъ 
11 2 
О а 
Вх 12: 18 13 
8 11 
й. = у] Е. 
ДРОВ АВ а: 


Слфдовательно: 


Фигура 94-я — прямоугольнику 2 треугольника, 


ЕЕ 
пр: ЛЕТ. 


40, 


` Если бы мы треугольники по той же д!агонали сдвинули 
(до первой перекрестной лин) съ мЪфета въ направлен, про- 
тивоположномъ тому, какое указано фиг. 94, то получили бы съ 
виду прямоугольникъ 14 Х 10 и два треугольника съ площадью 


въ ‚ каждый, т. е. выходило бы, что полученная фигура имфеть 


будто бы площадь 141 квадр. един., т. е. меньшую, чЪуъ 
площадь прямоугольника, изображеннаго фиг. 93. Разобрать и 
доказаль ошибочность этого заключения такъ же легко, какъ и 
въ только что разсмотр$нномъ случаЪ. 


Задача, 66-я. 
Еще парадоксъ. 


Г 


9 
Фиг, 95а. Фиг, 956. 


Воть еще одинъ «фокусь», который можно сдфлать съ ква- 
дратомъ. 

Возьмемъ квадрать со стороной въ 8 единиць длины и, 
слфдовательно, съ площадью въ 64 квадр. един. РазрЪжемъ 
его, какъ указано на фиг. 95а, и переложимъ части такъ, какъ 
указано на фиг. 956. Получается, повидимому, прямоугольник 
съ площадью 7 Х 9-— 63, и это ничего не отбрасывая отъ 
площади квадрата, равной 64 квадр. единицамт. 





ВЪ ЦАРСТВВ СМЕКАЛКИ. И. 
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Три знаменитыхъ задачи древности, 


Эти задачи слЪдуюция: 

т. — Трисекшя угла или дуги. 

2. — Удвоеше куба. 

3. — Квадратура круга. 

Трисекщя угла, или раздфлене (съ помощью только цир- 
куля и линейки) угла или дуги окружности на три равныя 
части есть несомнЪнно весьма древняя задача, хотя съ ней не 
связано никакихь вымысловъ или любопытныхъ преданий, на 
что древне и средневЪковые писалели были таюме охотники 
и мастера. Задачу о квадратурЪ круга, т. е. о построени ква- 
драта, равновеликаго площади даннаго круга, говорять, пытался 
р%№»шить впервые гречесый философъ Анаксагоръь (въ У в. до 
Р. Х.). Задача объ удвоен!и куба носить иначе назване «Де- 
лИйской задачи», такъ какъ съ ней связана легенда 0 томъ, 
что древые совЪтовались будто бы относительно рЪшешя ея 
съ прославленнымъ Платономъ. 

Преданте, передаваемое нфкшмъ Филопономъ, говорить, что 
въ 430 году до Р. Х. вь Авинахъ разразилась моровая язва. 
Авиняне послали къ оракулу на островЪ Делос№ вопросить, 
какъ остановить это бФдстне. Аполлонъ отвЪтилъ, будто бы, 
что они должны удвоить величину его жертвенника, который 
имфлъь форму куба. НевЪжественнымъ просителямъ дЪфло каза- 
лось очень легкимъ, и новый алтарь быль воздвигнуть, —— или 
тажь, что каждая его сторона была вдвое больше стороны преж- 
няго куба (т. е. объемъ прежняго куба увеличили въ 8 разъ), 
или же еще проще, —помфстивъ на старый алтарь еще новый 


о? 


такой же величины. Эпидемя, однако, не прекращалась, и къ 
оракулу было енаряжено новое посольство, которое и узнало; 
что предписание Аполлона не было выполнено. Требовалось, 
чтобы новый алтарь имфль также форму куба и имфлъ ровно 
вдвое больший обземз, чЪмъ старый жертвенникъ. ПодозрЪвая 
тайну, Аеиняне обратились за разгадкой ея къ Платону, кото- 
рый отослаль ихъ къ геометрамь и въ частности— къ Евклиду, 
который, будто бы, спещально занимался этой задачей. Несмотря 
на всю заманчивость и нфкоторое правдоподобе этой истор 
(оракулы любили говорить загадками), приходится цфликомъ 
отбросить ее, хотя бы потому, что Платонъ до 429 г. до Р. Х. 
еще и не родился, а знаменитый Евклидъ появляется не мен\е 
вЪка спустя. 

Во всякомъ случа мы имЪемъ несомнфнныя свидЪтельства, 
что древн!е весьма упорно и настойчиво работали надъ рЪше- 
немъ указанныхъ выше 3-хъ задачъ. Гиший элидсюй нашелъ 
даже спещальную кривую «квадратриксу», рьшающую вопросъ 
о трисекщи угла, которой можно пользоваться ип для рЪфше- 
вя вопроса о квадратурЪ круга. Найдены были и мномя дру- 
мя кривыя, рЪшающия задачу о трисекци угла и квадратурЪ 
круга. Эратосоенъ и Никомедъь изобрфли даже механичесве 
приборы для черченя такихъ кривыхъ. Но... ни одна изъ этихъ 
кривыхь не можеть быть построена эполько съ помощью и 
нуля и линейки, а это какъ разъ и было злавнымз требова- 
зиемь при рЪшени задачи. 

Древность такъ и завЪзщала рьшеше веЪфхъ этихъ трехъ за- 
дачь нашимъ временамъ. Нынфшне математики, вооруженные 
боле могущественными методами изслфдования, доказали, что 
веЪ три задачи невозможно рёшить построенемъ съ помощью 
только циркуля и линейки, какъ эти приборы употребляются 
и понимаются въ элементарной геометрии (см. по этому по- 
воду слфдующую главу). Подобное разрЪшене вопроса даже 
самые сильные математическе умы древности могли только по- 
дозрЪваль, такъ какъ доказать невозможность рёшешя при т0- 
гдашнихъ средствахъ математики они не могли. Но, доказавъ 
невозможность рфшеня этихъ задачь съ помощью только цир- 


куля и линейки, математики нашихъ временъ дали новые спо- 
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собы и проложили новые пути къ рфшеню этихъ задачъ, если 
отбросить ограничене о циркулЪ и линейкЪ. Былъ также изо- 
брЪтенъ и примфненъ методъ приближенй, который и рюшиле 
задачу, если можно здЪсь примЪнить это слово. 

Что касается въ частности -числа т (выражающаго отно- 
шене окружности къ дламетру), то только въ 18932 году Лин- 
деманну удалось окончательно установить его эирансценден- 
тальный характеръ, т. е., что это число не можеть быть кор- 
немъ алгебраическаго уравнения. Замфтимъ здЪфсь кстати; что 
это знакомое каждому ученику старшихъь классовъ число п 
играеть большую роль въ областяхь математики, довольно уда- 
ленныхъ оть такъ называемой «элементарной геометрии», напр., 
п довольно часто встр®чается въ формулахъ теорш вЪфроят- 
ностей. 

Приближенное значеме для п (=3,1 415 926...) было 
между прочимъ вычислено съ 707 десятичными знаками матема- 
тикомъ В. Шенксомъ. Этотъ результать вмЪств съ формулой 
вычислений онъ обнародовалъ въ 1873 г. Ни одна еще задача 
подобнаго рода не рЪшалась съ такимъ огромнымъ приближе- 
немъ и съ точностью, далеко превышающей отношене микро- 
скопическихь разстояй къ телескопическимъ. 

Шенксъ вычислялъ. Слфдовательно, онъ стоялъ въ противо- 
р№Ьчи съ требованмями задачи о квадратурЪ круга, гдЪ требуется 
найти рюшене построешемъ. Работа Шенкса, въ сущности 
безполезна, или — почти безполезна. Но, съ другой стороны, 
она можеть служить довольно убФдительнымъ доказательствомъ 
противнаго для того, кто, не убфдившись доказательствами 
Линдеманна и др. или не зная о нихъ, до сихъ поръ еще на- 
дЪется, что можно найти точное отношене окружности къ 
дламетру. 

Ввадратура круга была въ прежн!я времена самой заман- 
чивой и соблазнительной задачей. Арумя «квадратурщиковъ» 
неустанно пополнялась каждымъ новымъ поколЪнемъ матема- 
тиковъ. Ве усимя были тщетны, но число ихъ не уменьша- 
лось. Въ нЪфкоторыхъ умахъ доказалельство, что рЬшеше не 
можеть быть найдено, зажигало еще большее рвенме къ изы- 
скашямъ. Что эта задача еще до сихъ поръ не потеряла своего 
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интереса, лучшимъ доказательствомъ служить появлен!е до сихъ 
поръ попытокъ ее рЪшить. 

Итакъ, всЪ стараня рфшить три знаменитыя задачи при 
извфетныхь ограничивающихъ усломяхъ (циркуль и линейка) 
привели только къ доказательству, что подобное рфшеше невоз- 
можно. Иной, пожалуй, по этому поводу скажетъ, что, слЪдо- 
валельно, работа сотенъ умовъ, пытавшихся въ течеше столЪиий 
рЪшить задачу, свелась, слфдовательно, ни къ чему... Но это 
будеть невфрно. При попыткахъ рФшить эти задачи было сдЪ- 
лано огромное число открытй, имфющихъ гораздо больший ин- 
тересь и значенте, чЪмъ сами поставленныя задачи. Попытка 
Колумба открыть новый путь вь Индию, плывя все на западъ, 
окончилась, какъ извЪфстно, неудачей. И теперь мы знаемъ, что 
такъ #е06х0димо и должно было случиться. Но генальная по- 
пытка великаго человЪка привела къ «попутному» открытию 
цфлой новой части свЪта, предъ богатствомь и умственнымъ 
развитемъ котораго блфднЪють нынче всф сокровища Инди. 


Задача 67-я. 
Линейка и циркуль. Трисекщя угла. 


Для построенй въ элементарной теоретической геометри 
допускаются только два прибора: циркуль и линейка. Говорятъ, 
что такое ограничене вспомогательныхъ приборовъ сдфлано 
знаменитымъ греческимъь философомъ Платономъ. 

При этомъ само собой подразумфвается, что циркуль, о ко- 
торомъ идеть рЪчь, имфетъ неограниченное раствореше. Если бы 
циркуль не обладалъ какимъ угодно нужнымъ намъ растворе- 
немъ, то его нельзя было бы примфнять для выполненя тре- 
буемаго Евклидомъ, съ первыхъ же’ шаговъ, построения окруж- 
ности изъ произвольнаго центра и какозо узодно радтуса (3-й 
постулать Евклида). Точно также подразумфвается, что геоме- 
трическая линейка неограничена по длинЪ (2-й постулатъ). 

ВмЪстЪ съ тЪмъ необходимо подразумЪвается, что геоме- 
трическая линейка ме имъеть дъленя. Если бы на ея ребрЪ 
было хотя всего два знака, и если бы позволено было ими поль- 
зоваться и вдобавокъ передвигаль линейку, яриноровляясь къ 
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фигурЪ, то задача о раздфлени угла на три равныя части (не- 
разрЪшимая въ элементарной геометрии) тотчасъь можетъ быть 
рЪшена. Въ самомъ дЪлЪ: 

Пусть данъ какой-либо уголь АВС (фиг. 96); и пусть на 
ребрЪ нашей линейки обозначены 2 точки Ри © (см. ту же 
фиг. внизу). 





Фиг. 96. 


Построене. 


На одной изъ сторонъ угла откладываемь оть вершины В 
прямую Б.А -= РО. ДЪФлимь ВА пополамъ въ точкф М; изъ 
точки М проводимь лини МК || ВС и МЕТ ВС. 

Возьмемь теперь нашу линейку и приспособимъ ее къ по- 
лученной уже фигурЪ такъ, чтобы точка Р линейки лежала на 
прямой КМ, точка @ лежала бы на прямой М, и въ то же 
время продолжене РО линейки проходило бы черезь вершину 
даннаго угла ВБ. Тогда прямая ВР и есть искомая, отсЗкаю- 
щая третью часть угла В. 

Доказательство. Д РВС = & ВРМ, какъ накресть-лежапце. 
РаздЪлимъ РО пополамъ и середину № соединимъ съ М пря- 
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мой УМ. Точка М№ есть середина гипотенузы прямоугольнаго 
треугольника РОМ, а потому РХУ= ММ, а слдовательно 
Л РХМ равнобедренный, и значить 

Е ВРМ = РММ: 


ВнЪший же Д ВУМ-—  ВРМ + ДРММИ=2.5 ВРМ. 
ВмфетЪ съ тЪмъ: 


ММ = Е РО = ВМ. 
эначить, 
Х МВ№М= & ВММ. 
Итакъ: 
| ое 1 т 
д РВС ВРМ = 52. ВММ = 5 т 5 АВС. 


у 

Приведенное выше рЪшен!е задачи принадлежить Кемпе, 
который при этомъ поднялъ вопросъ, почему Евклидъ не вос- 
пользовался дфленшемъ линейки и процессомъ ея приспособленя 
для доказательства 4-й теоремы своей первой книги, гдЪ вмЪсто 
этого онъ накладываеть стороны одного треугольника на сто- 
роны другого (первое приложене способа наложеня, извЪетное 
каждому ученику). На это можно отвЪтить только, что въ задачу 
Евклида и не входило отыскане нЪкоторой точки посредством 
измфреня и процесса приспособленмя линейки (какъ это мы 
дълали выше въ задачЪ для отыскания точки Р). Въ своихъ раз- 
суждешяхъ и доказательствахъ онъ просто накладываетъ фигуру 
на фигуру, —и только. 

Принимаемая нами геометрическая линейка не должна счи- 
талься раздфленной, такъ какъ это слишкомьъ раздвинуло бы пре- 
дЪлы «элемантарности». Но она должна необходимо быть неогра- 
ниченно длинной,— иначе эти предфлы слишкомъ бы сузились. 

Вс вышеприведенныя замфчаня слфдуеть имфть въ виду, 
когда говорятъь о циркулЬ и линейкЪ, какъ геометрическихъ 
приборахъ. 











Два отрицательныхъ вывода Х]Х в$ка, 


1. Общее уравнеше выше четвертой степени неразрЪ- 
шимо чисто алгебраическимъ путемъ-` (иначе говоря— 
въ радикалахъ). 


Рьшене уравненй 3-й и 4-й степеней было извЪстно, на- 
чиная съ 1545 года. Два съ половиной столфмя спустя, моло- 
дой 22-лЪтй Гауссъ въ своей докторской диссертащи дока- 
залъ, что всякое алгебраическое ур-1е имфетъ корень, «дйстви- 
тельный» или «мнимый». ВелЪдъ затЪмъ онъ же далъ еще два до- 
казательства той же теоремы. Въ 1801 году тоть же Гауссъ 
замЪтиль въ одномъ изъ своихъ сочинений, что, быть можеть, 
невозможно разръшить съ помощью радикаловъ общее ур-е 
„тепени высшей, чЪмъ четвертая. Это предположеше было до- 
казано знаменитымъ норвежскимъ математикомъ Абелемъ и было 
обнародовано къ 1824 году, когда автору его было всего 22 
года отъ-роду. Два года спустя то же доказательство было имъ 
напечатано въ боле пространной и понятной формЪ съ выясне- 
шемъ многихъ деталей. Съ этихъ поръ изысканя математи- 
ковъ, сплившихся раньше найти общее алгебраическое ушене 
всякаго уравнения, приняли иное направленте. 


П. Знаменитый «постулатъ о параллельныхъ» Евклида 
не можеть быть доказанъ помощью какихъ-либо иныхЪ 
его аксюмъ. 


Въ виду важности вопроса, остановимся на истори этого 
знаменитаго «постулата» нЪсколько подробнЪе. 

Несмотря па то, что свЪдЪвя древнихъ по геометрии были 
весьма обтирны, всЪ они до 3-го вфка до Рождества Христова 
являлись разрозненными, отдфльными научными фактами, не 
имфющими между собой связи. Творцомъ геометрии, какъ науки 
въ настоящемъ значеши этого слова, быль Евклидъ. Въ З-мъ 
вЪкЪ до Р. Х. (около 270 г.) этоть греческй философъ за- 
далея цфлью собрать всЪ найденныя до его времени свойства 
фигуръ на идеальной плоскости и въ пространств и опредт- 
лить, кавя изъ нихъ существенны, т. е. зависять нетосред- 
ственно отз свойствь самой плоскости и пространства, и 
кавя, съ другой стороны, могуть быть выведены, какъ слЪдетвйя 
первыхъ. Евклидъ выполниль свою задачу и создалъ стройную 
дедуктивную геометрическую систему, которая явилась первымъ 
примфромъ строго научныхъ системъ. Онъ показалъ, что вст 
стойства пространственныхъ формъ могуть быть выведены пу- 
темъ однихЪъ только строго логическихъ разсужденй изъ треть 
основныхъ положенй, или ‘аксюмъ, характеризующихъ идеаль- 
ную плоскость и идеальное пространство древнихъ геометровъ, 
а именно: 

1) фиуры на плоскости и вг пространствь мозуть быть 
перемющаемы без» складокз и разрыва, 2) прямая лия 
вполнь опредъляется какими уюдно двумя ея точками и 
3) если на плоскости изь какой либо точки прямой лини 
будет» ироведень кь ней пертендикулярз, а изь друюй точки 
той же прямой проведена какая либо наклонная лия, то 
перпендикулярз и наклонная необходимо встрътятся. 

Послфднее положене (3) и есть знаменитый пятый по- 
стулать Евклида (называемый также 11-ой акоюмой Евклида). 
Въ наше время его часто предпочитаютъ выражать въ такой болЪе 
краткой, такъь называемой — Плэйферовской формЪ: Дв» перест- 
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каюцияся прямыя лиши не моиуть быть объ разомз парал- 
лельны одной и той же прямой. Самъ же Евклидъ этотъ по- 
стулать (или 11-ю аксому) дословно выражалъ такъ: «Если 
двЪ прямыя встрЪчаются третьей такъ, что сумма внутреннихъ 
угловъ, лежащихъ по одну сторону третьей, меньше двухъ пря- 
мыхъ, то двЪ первыя прямыя, по достаточномь продолжени, 
встр$тятся по ту сторону третьей прямой, на которой сумма 
внутреннихь угловь меныне двухъ прямыхъ». 

Два первыя изъ приведенныхь выше положенй суть 
акстомы настолько очевидныя и безспорныя, что не возбуждали 
никогда никакихъь сомнЪнй. Не то было съ третьимь положе- 
немъ. Оно уже не было столь очевидно, а требовало необхо- 
димости убфдиться, что, какъ бы наклонная ни была близка къ 
перпендикулярности, она необходимо пересЪчетея съ перпендику- 
ляромъ, хотя, можетъ быть, на разстояни очень далекомъ оть пря- 
мой и для насъ недоступномъ. Такъ какъ непосредственная 
провфрка по недоступности для нашихъ чувствъ весьма дале- 
кихъ разстояшй была невозможна, то Евклидъ и даль это по- 
ложене, какъ необходимое допущене, какъ постулатъ. 

ПослЪдуюцие геометры, не вполнЪ довЪряя геню Евклида, 
пытались, однако, установить связь между первыми двумя 
аксюмами и третьей, т. е. доказать, что это третье дотущенае 
(постулатъ) Евклида, принятое имъ за акс!ому, можеть быть 00- 
казано на основани первыхъ двухъ аксюмъ и помфщено въ 
ряду теоремъ. И воть, сь Птоломея (во 2-мъ вЪкЪ по Р. Х.) 
вплоть до первой четверти ХТХ столфия начинается длинный 
рядъ попытокъ доказать этоть постулать. Были предложены 
сотни «доказательствь». 

Въ 1826 году знаменитый руссый геометръ, профессоръ и 
ректоръ Казанскаго университета, Ник. Ив. Лобачевсый дока- 
залъ всю безусиЪшность подобныхъь попытокъ и обнародовалъ 
свое доказательство въ 1829 тоду. Лобачевсый построилъ но- 
вую, совершенно самостоятельную геометрию, гдЪ, принимая за 
акс1омы первыя два изъ указанныхъ выше евклидовскихь по- 
ложенй, онъ вмЪсто третьяго положения (постулата Евклида) 
приняль обратное ему. Получилась стройная и логическая гео- 
метрическая система, безъь всякихъ ошибокъ и противорЪчй, и 
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такимь образомъ сама собой доказывалась независимость пер- 
выхъ двухъ аксюмъ оть постулата, а слфдовательно, онъ не 
можеть быть доказанъ посредствомъ ихъ. Остается, значитъ, 
принять его за аксюму или строить .новую геометрию. 

ИзслЪдовантя „Лобачевскаго оставались долгое время непо- 
нятыми и неизвЪстными. Русскими учеными они были встрт- 
чены даже недоброжелалельно. Первые благошуятные отзывы 
о нихъ (Гаусса) сдфлались извЪстными въ Германш только въ 
1846 г. изъ обнародованной переписки Гаусса. Но только на- 
чиная съ 60-хь годовь ХХ столЪмя труды Лобачевскаго на- 
шли себф достойную оцфнку и послужили основашемъ ряда 
другихъ замфчательныхь работъ различныхъ малематиковъ. 

‚ Усиля, направлявпияея раньше для доказательства невоз- 
можнаго, обратились теперь къ развитию такъ называемой не- 
Евклидовской геометри, къ изучено геометри я-измЪфренйй, 
при допущеняхъ, обратныхъ или несогласныхъ съ общеприня- 
тыми аксомами геометрии Евклида. И, какъ всегда бываеть въ 
подобныхъ случаяхъ, новое завоеваше челов ческаго ума, новая 
побфжденная трудность открыли новыя области для изслФдова- 
ня, новое направлене мысли и методовъ изыскан!я; и такимъ 
образомъ на очередь выдвинулись новыя еще болфе трудныя 
задачи для ршеня. Поле дфятельности, открывающееся пыт- 
ливому уму, безгранично. 

Желающимьъ основательно ознакомиться съ истормей разви- 
пя этого глубоко интереснаго вопроса можемъ рекомендовать та- 
лантливую книгу проф. Роберто Бонала < Не-Евклидова леомет- 
ия». Инига эта недавно появилась и на русскомъ язык въ 
прекрасномъ переводЪ А. Р. Кулишера. 








о ЕЕ 
поеиави 2. 


Николай Ивановичь Ловачевски. 
(1793—1856). 


Начиная съ Евклида АлександрИйскаго геометры всего мтра 
въ продолжене боле чЪмъ двадцати вЪковъ работали надъ вы- 
яснешемъ истинной связи между основными аксюмами геоме- 
три. Завидная честь завершить эту многовфковую работу и от- 
крыть огромные, новые горизонты для дальнфйшихъ. изелЪдо- 
ваншй принадлежить, какъь упомянуто въ предыдущей главЪ, 
нашему великому соотечественнику, Н. И. Лобачевскому. Имя 
этого генальнаго математика извфстно нынЪ всему образован- 
ному, и во всякомъ случаЪ— всему математическому м!ру, хотя 
умеръ онъ непонятый и неоцЪненный по достоинству. Совре- 
менники, кромЪ великаго Гаусса, были не въ силахъ его понять. 
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Жизнь и дфятельность иныхъ великихь людей, помимо по- 
учительности, всегда еще полна заманчивой таинственности. 
Что даеть силу этимъ рыцарямъ духа подъ градомъ наемф- 
шекъ и общаго непризнан!я. творить и созидаль? ГдЪ тоть 
источникъь святого безпокойства, который не даеть геншю по- 
чить ни на служебныхъ, ни на семейныхъ, ни на всякихъь 
иныхь лаврахъ, а направляеть его въ сторону, казалось бы, 
однихь неприятностей и огорченй? Ученая д?фятельность и 
жизнь Лобачевскаго весьма замфчалельны съ этой послФдней 
стороны и могуть служить ободряющимь примфромъ для тЪхъ, 
кто, преслЪдуя велиюя цфли, иногда изнемогаетъ и отчаивается 
предь равнодупиемъ, непониманемъ, а иногда даже и вра- 
Экдебностью средней обывательщины. Не задаваясь цфлью дать 
здЪфеь связную, хотя бы и сжатую, бюграфю Н. И. Лобачев- 
скаго, постараемся, однако, освфтить тЪ важнЪйние факты 
его жизни, которые имфють связь съ его математическимъ 
развитемъ и на которые есть неоспоримыя свидфтельства и 
архивные документы. О студенчеств» и первыхъь ученыхъ 
шагахь Лобачевскаго мы беремъ драгоц$нныя данныя въ 
«разсказахъь по архивнымъ документамъ» проф. Н. Булича: 
Изз первыхз лътз Казанскало универсилтета. Книга эта мало 
кому знакома по ея спещальному характеру, хотя она и с0- 
держить въ себЪ весьма много интереснаго. 

Н. И. Лобачевсый — сынъ бЪФднаго чиновника, уЪзднаго 
землемфра изъ Макарьева, Нижегородской губ. Въ оффищаль- 
ныхъ бумагахъ онъ показанъ из5 разночинцевь, что означаетъ 
непринадлежность къ сословшю дворянъ. Подобно многимъ дру- 
гимъ знаменитымъ математикамъ, юноша Лобачевсмй въ пер- 
вые годы студенчества не предполагаль даже избрать предме- 
томь своихъ постоянныхь занят матемалику. «Онъ примфтно 
предуготовляеть себя для медицинскаго факультета», — пи- 
саль о немь къ попечителю Яковкинъ, замЪтивпий его даро- 
вания. Появлене въ Казанскомъ университет профессора ма- 
тематики Бартельса, вызваннаго изъ Германи, — свЪтлой и уче- 
ной личности, —побудило Лобачевскаго избрать предметомь за- 
нятй математику. ВскорЪ онъ дЪфлается однимъ изъ самыхъ 
успфвающихь учениковъ Бартельса. Въ свою очередъ, профес- 
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соръ полюбиль Лобачевскаго, и его заступничество не разъ по- 
могало молодому и нЪеколько вЪтренному студенту при столк- 
новешяхь съ университетской полищей. Инспекторсый жур- 
налъ, —разсказываеть Н. Булить въ названной нами книгЪ,— 
за годы пребывания Лобачевскаго въ студентахъ даетъ нТф- 
сколько свидфтельствъ объ этихъ столкновешяхъ, причина ко- 
торыхъ лежала въ живомь характер$ молодого студента, въ 
естественном чувствЪ свободы, которое проявлялось, какъ свое- 
воле, въ желани отстоять свою самостоятельность, что счита- 
лось дерзостью. Самыя шалости характеризують тогдашнихъ 
студентовъ. Лобачевеюй, какъь и мноме изъ его товарищей, 
казенныхъ студентовъ, жившихъ въ университетЪ, любиль зани- 
маться пиротехникою. Разъ Лобачевемй сдЪфлаль ракету и. 
выЪстЪ съ другими пустилъ ее въ одиннадцать часовъ вечера на 
университетскомь дворЪ. За это и за то, <что учинилъ непри- 
знане, упорствуя въ немъ, подвергъ наказаню многихъ, совер- 
шенно сему не причастныхъ»,—былъ посаженъь въ карцеръ по 
опредЪленшю совЪфта. Въ другой разъ, будучи уже правящимь 
должность камерназю студента («камерный студенть есть по-. 
мощникь помощника инспектора казенныхъ студентовъ» —по 
опредфлентю правилъ того времени), Лобачевсый быль замТ- 
ченъ «въ участвовани и потачкЪ проступкамъ студентовъ, гру- 
бости и ослушанши». За эти проступки онъ наказанъ быль пу- 
бличнымъ выговоромъ отъ инспектора студентовъ, лишенъ зва- 
ня правящаго должность камернаго студента, 60 рублей на 
книги и учебныя пособя, которые только что были ему назна- 
чены «за особенные успЪфхи въ наукахъ и благоповедеше» и 
отпуска до разрЪшеня начальства. Все это происходило на 
святкахъ 1810 года. Лобачевскому шелъ 18-й годъ, онъ быль 
на послфднемъ курсЪ, молодость требовала удовлетвореня, а 
потому совершенно естественно и простительно, что, по словамъ 
инспекторскаго журнала: «въ генварф мЪсяцЪ Лобачевеюй пер- 
вый оказался самаго худого поведеня. Несмотря на приказа- 
не начальства не отлучаться изъ университета, онъ въ новый 
годъ, а потомъ еще разъ, ходилъ въ маскарадъ и многократно 
въ гости, за что опять наказанъ написанмемъ имени на черной 
доскЪ и выставлентемъ оной въ студентскихъ комнатахъ на не- 


191 


дЪлю. Несмотря на с1е, онъ послЪ снова ‘еще былъ въ маска- 
радЪ». 

Студенческая жизнь Лобачевскаго отличалась вообще иТ- 
сколько бурнымъ характеромъ, но изъ среды своихъ сверетни- 
ковъ онъ выдавался далеко впередъ, какъ по уклоненямъ оть 
тоглашнихь правилъ благоповеденя, вызывавшимъ каратель- 
ныя мЪфры противъ него, такъ и по своимъ даровашямъ и 
усиЪхамъь въ математикЪ. Воть почему только о немъ одномъ 
дошло до насъ «историческое изображеше поведешя» его; про- 
ступки Лобачевскаго называются достопримъчательными, ха- 
рактеръ—упрямымъ, нераскаяннымъ, «весьма много мечтатель- 
нымь о самомъ себф», его мнЪне «получило мномя ложныя 
понят1я» (такъ въ журналЪ инспектора, помощникомъ его Вон- 
дыревымъ, было записано, что Лобачевсый <«въ значительной 
степени явиль иризнаки безбожая» (!) — обвиненше, которое 
во время Магницкаго имЪло бы весьма печальныя послфдетв!я). 
'Требовались инспекщею противъ Лобачевскаго рЪфшительныя 
мфры, «самыя побудительныя средства со стороны милосердя 
или строгости, каковыя найдеть благоразуме начальства». Во- 
просъ о судьбф Лобачевскаго перенесенъ былъ въ совЪть. Только 
настояня Бартельса и тЪхъ профессоровъ, у которыхъ Лобачев- 
сый занимался, доставили ему возможность получить степень 
кандидата, а вскорЪ затЪмъ магистра, наравнз съ прочими 
его товарищами. 

Бартельсь считаль Лобачевскаго лучшимъ изъ учениковъ 
своихъ. Воть что писаль онъ попечителю Румовскому 0бъ 
успЪхахъ своихъ слушателей и въ особенности о Лобачевскомъ 
около того времени (приводимъ слова его въ современномъ пе- 
реводф, сдЪланномь самимъ Румовскимъ и предетавланномъ имт 
министру }: 

«ПослЪдше два (Симоновъ и Лобачевсь!й), особливо же Ло- 
бачевеюй, оказали столько успФховъ, что они даже во всяком 
нЪфмецкомъ университет были бы отличными, и я льщусь на- 
деждою, что если они продолжать будуть упражняться въ усо- 
вершенствован!и своемъ, то займуть значущя мЪета въ мате- 
матическомъ кругу. О искусств послфдняго предложу хотя 
одинъ примфрь. Лекщи свои располагаю я такъ, что студенты 
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мои въ одно и то же время бывають слушателями и препода-’ 
вателями. По сему правилу поручиль я предъ окончашемъ курса 
старшему Лобачевскому предложить подъ моимъ руководством 
пространную и трудную задачу о кругообращенш (Вобайоп), 
которая мною для себя уже была по Лагранжу въ удобопонят- 
номъ видЪ обработана. Въ то же время Симонову приказано 
было записываль теченме преподавания, которое я въ четыре 
приема кончиль, дабы сообщить его прочимъ слушателямъ. Но 
Лобачевеюй, не пользовавшись сею запискою, при окончани 
послфдней лекщи подаль мн рЪшене сей столь запутанной 
задачи, на нЪфеколькихъь листочкахъ въ четверку написанное. 
Г. академикь Вишневсый, бывиий тогда здЪсь, неожиданно вос- 
хищенъ быль симъ пебольшимь опытомъ знай нашихъ сту- 
дентовъ>. 

Эти успЪхи въ малематикЪ, за которые Лобачевсюй полу- 
чилъ вмЪстЪ съ другими благодарность отъ министра народнаго 
просвзщен!я, и были причиною снисходительности.къ нему со-` 
вЪта, возведшаго его вм$ств сь прочими въ степень” магистра, 
т. е. оставившаго его при университетВ (въ педагогическомъ 
институт) съ цфлью приготовленя къ профессорскому званию. 
Впрочемъ Лобачевский созналь свое положене. «Вчера по поз- 
‚воленю явившись въ совЪть, пишеть Яковкинъ, оказаль с0- 
вершенное признане и раскаяше въ прежнихъ своихъ поступ- 
кахъ, публично обфщавши совершенио исправиться, а посему 
совфть и р$фшилея его помЪстить въ число представляемыхь 
къ удостоено званшя магистровъ, дабы излишнею строгостью 
не привести его, какъ весьма лестную надежду дарован1ями и 
усифхами подающаго для университета, въ отчаяне и не убить 
духъ его» (12 юля 1811 года). Защитниками Лобачевскаго въ 
совЪтЪ были профессоры Бартельсъ, Германъ, Литровъ и 
Броннеръ. 

Попечитель Вазанскаго учебнахо округа Румовск!й утвердиль 
представлене совЪта, но далъ съ своей стороны предостереже- 
не Лобачевскому: «А студенту Николаю Лобачевскому, — пи- 
саль онъ въ своемь предложен совЪту (7 августа 1811 г., 
№ 787), —занимающему первое мЪсто по худому поведен!ю, объ- 
явить мое сожалЪше о томъ, что онъ отличныя свои способ- 
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ности помрачаеть несоотвфтетвеннымь поведешемъ, и для того 
чтобы онъ постарался перемЪнить и исправить оное, —въ против- 
номъ случа, если онъ совЪтомъ моимъ не захочеть воспользовалъся, 
й опять принесена будеть жалоба на него, тогда я принуждент, 
буду довести о томъ до свфдЪн!я г. министра просвЪщенйя». 

Зван!е магистра возлагало на него, по тогдашнимъ прави- 
ламъ, «спосиъшествоване профессору или адъюнкту въ разсу- 
жденте большихъ успховъ ихъ слушателей». Магистры должны 
были заниматься съ студентами повторешемъ пройденнаго (не 
въ часы, однако, назначенные для лекций) и «объяснешемъ слу- 
шателямъ того, чего они не понимають, такъ какъ мноме изъ 
гг. профессоровъ преподаютъ и объясняють лекщи на иностран-. 
ныхъ лзыкахъ, слушатели же ихъ, преимущественно же вновь - 
поступивиие, часто, особенно въ началЪ курса, по причинЪ 
объясненя на иностранномъь языкЪ для матери совсфмъ новой, 
не могутъ иногда всего понимать предлагаемаго профессором 
ясно». За это магистры получали жалованье. Лобачевскйй, какъ 
магистръ, стояль въ самыхъ близкихъ отношентяхь къ Вар- 
тельсу. Онъ занимался у него на дому по четыре часа въ не- 
дфлю, и у насъ есть свфдЪн!я, что на первыхь порахъ маги- 
стерства предметами изученя Лобачевскаго, подъ руководствомъ 
Бартельса, были ариеметика Гаусса и первый томъ Лапласовой 
«Небесной механики». 

Въ 1814 году Лобачевский быль повышенъ въ зван!е адъюнкта 
чистой математики и началъ читать свои лекщи. Съ 1829 года 
въ отсутствие профессора астрономт Симонова, находившагося 
въ кругосвЪтномъ плаванти, Лобачевсюй въ течене двухъ лЪтъ 
читалъ сверхъ того астрономю и завфлываль обсерваторей. 

Съ изелфдованями, которыя создають новую эпоху въ 
области геометрической: науки, Лобачевсый впервые выступилъ 
въ засфданти факультета 12 февраля 1826 года, гдЪ онъ чи- 
таль свое «Ехрозййоп зисстее 4ез репегрез 4е 1а Сботейче», 
(«Краткое изложение началь геометрии»), которое, къ сожалВнйо, 
и до сихъь порь напечатано не было. Статья «О Началахъ 
Геометри» была напечатана въ «Казанскомьъ ВЪстникЪ» за 1829 
и 1830 тодъ, и представляеть только весьма сжатое, а потому 
трудное для чтеня, изложене полученныхь имъ результатовъ 

ВЪ ЦАРСВЪ СМЕКАЛКИ. 13 
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построеня «Геометри въ боле обширномъь смыслЪ, нежели, 
какъ намъ представиль ее первый Евклидъ». 

Въ слфдующемъ сочинении: «Воображаемая Геометря», пе- 
реведенномъ также на французсый языкъ, Лобачевскй, «оста- 
вляя геометрическя построеня и выбирая краткой обратный 
путь», показываеть, что «тлавныя уравнен!я, которыя онъ на- 
шелъ для зависимости сторонъ и угловъ треугольника въ 6в0- 
ображаемой Геометуфи, могуть быть приняты съ пользою въ 
Аналитик$ и никогда не приведутъ къ заключенямъ ложнымъ, 
въ какомъ бы то ни было отношенш». 

Такимъ образомъ сдфланное допущене о невозможности до- 
казать постулать Евклида было разобрано и изслФдовано какъ 
геометрическимъ, такъ и аналитическимь путемъ и ни къ ка- 
кимъь противорфчямъ не повело. Вопросъ о возможности не- 
вЪрности одиннадцатой акоюмы Евклида былъ рфшенъ и рЪ- 
шенъ утвердительно. Но, съ одной стороны, премъ, оказанный 
первому сочинентю Лобачевскаго, заставиль его «подозрЪвать, 
что его сочинене, казавшись съ перваго взгляда темнымъ, пре- 
дупреждало охоту заняться имъ съ н$Фкоторымъ внимашемъ и 
даже могло подать поводъ ‘усумниться въ строгости его сужде- 
мя и въ вфрности выведенныхъ заключен»; съ другой сто- 
роны косвенная аналитическая повЪфрка не могла замфнить стро- 
гаго прямого доказательства. Поэтому Лобачевсый снова прини- 
мается за изложенте того же вопроса и въ 1885—-1838 годахъ 
печатаеть сочинене: «Новыя Начала Геометри съ полной тео- 
Мей параллельныхъ». 

Изъ двухъ остальныхъ его сочиненй по Геометри первое: 
«Вейтасе ха 4еп РагаПе!ииеп» представляеть н?Ъеколько со- 


кращенное изложене «Новыхъ Началъ Геометрия», а второе: ° 
7 


«Пангеометрия», записанная подъ диктовку уже слЪпого Лоба- 
чевскаго его учениками и изданная одновременно на русскомъ 
и французскомъ языкахъ незадолго до его смерти, представляеть 
снова конспективное изложене всЪхъ его изслЪдованй по Гео- 
метри. Это послфднее сочинеше н%Ъсколько уступаеть его «Но- 
вымъ Началамъ Геометри», которыя можно считать лучшим 
изъ всъхь его произведенй. По сил и изяществу изложения 
«Новыя Начала Геометри> мало чфмъ уступаютъ «Началамь» 
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Евклида, и по-истинЪ могуть служить для Лобачевекаго «ио- 
пишепбит аеге регептиаз, гесаЙйдие зйа ругап!ит аз». 
Тому, кто хочеть познакомиться съ работами Лобачевскаго, не- 
обходимо начинать. съ изученя именно этого сочинения. 

Наряду съ ученой и преподавательской дЪфятельностью шла 
и высокоплодотворная административная дЪятельность Н. И. Ло- 
бачевскаго. Онъ быль деканомъ и 19 лфть ректоромъ универ- 
ситета, несъ друмя разнообразныя и сложныя обязанности по 
управлению. Вотъ какъ проф. Н. Н. Буличь отзывается вообще 
о дфятельности и характер Лобачевскаго: «Его независимый и 
самостоятельный характеръ выдержаль такую нравственную 
ломку, какъ тяжелое время реакши въ посл5дне годы царство- 
вания Александра Г и попечительство въ Казани Магницкаго, 
не поступившись своими убфждемями, не измфнивь имъ и 
унеся въ старость молодое сремлеше къ наукЪ, уваженше къ 
ней и восторги духовнаго наслажденя. Если спещалисты гово- 
рять о его «по-истинЪ глубокомысленныхъ лекщяхъ», достуи- 
ныхъ однако только избранной аудитори, въ послфдые годы 
его жизни, то мы прибавимъ къ этому личное воспоминаше о 
его публичныхь лекшяхъ по физикЪ, гдЪ ему удавалось изла- 
гать науку популярно и тдф раскрываль онъ массу самыхъ 
разнообразныхъ свфдЪн!й. Въ старые глухе и спяпие годы иро- 
винщи, когда все было такъ смирно, гладко и довольно кру- 
гомъ, когда однообразныя явленя жизни только скользили по 
душЪ, не задфвая и не возбуждая ее, таюмя лекщи, какъ 
Лобачевскаго, были отраднымъ явленемъ. Лобачевсый читаль 
просто, безь желая придать внфшнюю красоту своей рЁчи, 
безъ реторической эмфазы ') и крика, но въ словахъ его слышались 
и его логичесый умъ и широкое образоваше. Спокойнымъ, ров- 
нымЪъ голосомъ онъ дфлалъ свои широк1я обобщеня, вызывалъ 
увлекательные образы и возбуждаль мысль>... 

«Всего интереснЪе было бы прослЪфдить,—замЪчаеть тоть же 
проф. Буличъ, — какимъ образомъ развилось его глубокое абс- 
трактное мышлене. Лобачевскй не бывалъь въ ЕвропЪ; двЪ- 
три пофздки въ русемя столицы были кратковременны; онъ 


1) Преувеличене, напыщенность, надутость. 
18 
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почти не оставляль Казани. Къ сожалфню, и внутреннее раз- 
вите и интимная жизнь Лобачевскаго мало извЪстны, несмотря 
на то, что живы еще н%$которые, бывше съ нимъ въ близкихь 
отношеншяхъ. Принадлежа по женф къ тому, что называлось 
въ то время казанскимъ обществомъ, Лобачевсый появлялся и 
въ немъ, но представляль изъ себя скорЪе задумчивую, ч$мъ 
дфятельную фигуру, особенно ‘въ послздне годы своей жизни. 
Сколько намъ извЪстно, даже близке къ нему люди смотрЪфли 
на него съ точки зрфвшя, раскрывающейся. въ обыденной мо- 
рали Хемницеровой басни «Метафизикъ». 

Какъ же относились современники къ научной дЪятельности 
Лобачевскаго, главное—к'ъ его геометрическимъ изслфдованямъ, 
составляющимъ нынЪ славу и гордость русской математической 
науки? На этоть счеть сохранились также весьма любопытныя 
свидЪтельства. Въ Росеш работы его были встрЪфчены... глу- 
мленемъ. Вь № 41 распространеннаго тогда журнала «Сынъ 
Отечества» за 1834 годъ появилась статья, оскорбительная для 
Лобачевскаго. Но отвЪть его на эту статью, по сообщеню са- 
мого Лобачевскаго, напечатанъ не былъ. 

Статья въ «Сын Отечества» носитъ заглаве: «О начерта- 
тельной Геометрии соч. Г. Лобачевскаго» и содержить крити- 
чесвй отзывъ о сочиненш Лобачевскаго: «О Началахъ Геометри». 
Для лучшей характеристики впечатлЪн1я, произведеннаго сочи- 
ненемъ „Лобачевскаго на современныхъ ему русскихъ матема- 
тиковъ, слЪдуеть привести здЪеь интереснЪйиия мЪфета назван- 
ной статьи въ подлинномъ видф. Воть они: 

«Есть люди, которые, прочитавъ иногда книгу, говорять: 
она слишкомъ проста, слишкомъ обыкновенна, въ ней не о чемъ 
и подумать. Такимъ любителямъ думанья совЪтую прочесть Гео- 
метрю Г. Лобачевскаго. Вотъ ужъ подлинно есть о чемъ поду- 
мать: Мноме изъ первоклассныхъ нашихъ математиковъ читали 
ее, думали и ничего не поняли. ПослЪ сего уже не считаю 
нужнымъ упоминать, что и я, продумавъ надъ сею книгою н\ф- 
сколько времени, ничего не придумалъ, т. е. не поняль почти 
ни одной мысли. Даже трудно было бы понять и 10, какимъ 
образомъ г. Лобачевсюый изъ самой легкой и самой яеной въ 
математикЪ науки, какова Геометрия, могь сдфлать такое тяже- 
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лое, такое темное и непроницаемое учене, если бы самъ онъ 
отчасти не надоумилъ насъ, сказавъ, что его Геометрия отлична 
оть ухотребительной, которой всЪ мы учились, и которой, в?- 
роятно, уже разучиться не можемъ, и есть только воображае- 
мая. Да, теперь все очень понятно. Чего не можетъ представить 
воображенте, особливо живое и вмЪфстЪ уродливое? Почему не 
вообразить, напр., черное бълымъ, круглое четыреугольнымъ, сумму 
всЪхъ угловъ въ прямолинейномъ треугольник меньше двухъ 
прямыхъ и одинъ и тоть же опредЪленный интегралъ равнымъ 


т 
то ы ‚ то со? Очень, очень можно, хотя для разума все это и 


непонятно. Но спросятъ: для чего же писаль, да еще и печа- 
тать тамя нелфпыя фантазия? Признаюсь, на этоть вопросъ 
отвфчать трудно. Авторъ нигдЪ не намекнулъ на то, съ какою 
цТлью онъ печаталь се сочинене, и мы должны, слФдова- 
„тельно, прибЪгнуть къ догадкамъ. Правда, въ одномъ мЪетЪ 
онъ.ясно товорить, что будто бы недостатки, замфченные имъ 
въ употребляемой доселЪ. Геометр!и, заставили его сочинить и 
издать эту новую Геометрию; но это, очевидно, несправедливо, 
и по всей вЪфроятности сказано для того, чтобы еще болЪе скрыть 
настоящую цфль его сочинемя. Во-первыхъ, это противорфчить 
тому, что сказалъь самъ же авторъ о своей Геометрии, т. е. что 
она въ природф вовсе не существуетъь, а могла существовать 
только въ его воображени, и для измфренй на самомъ дЪлЪ 
остается совершенно безъ употроблен1я; во-вторых, это дЪйстви- 
тельно противорфчитъь всему тому, что въ ней содержится, и 
судя по чему скорфе можно согласиться на то, что новая Те0- 
метрия выдумана для опроверженя прежней, нежели для попол- 
нентя оной. Притомъ же, да позволено намъ будеть нЪсколько 
коснуться личности. Вакъ можно подумать, чтобы г. Лобачев- 
сый, ординарный профессоръ математики, написалъ съ какою 
нибудь серьезною цфлию книгу, которая не много бы принесла 
чести и послфднему приходскому учителю. Если не ученость, то 
по крайней мЪрЪ здравый смысль долженъ имЪть каждый учи- 
тель, а въ новой Геометрии нерЪдко недостаеть и сего послЪднято. 

«Соображая все сле, съ больышою вТЪроятностью заключаю, 
что истинная цфль, для которой г. Любачевсюй сочинилъ и 
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издалъ свою Геометрию, есть просто шутка, или, лучше, сатира 
на ученыхь малематиковъ, а можеть быть и вообще на уче- 
ныхь сочинителей настоящаго времени. Засимъ и уже не съ 
вфроятностйю» только, а съ совершенною увЪфренностью полагаю, 
что безумная страсть писать какимъ-то страннымъ и невразуми- 
тельнымъ образомъ, весьма замЪтная съ нЪкотораго времени 
во многихъ изъ нашихъ писателей, и безразсудное желан!е откры- 
вать новое при талантахъ, едва достаточныхь для того, чтобы 
надлежащимъ образомъ постигать старое, суть два недосталка, 
которые авторъ въ своемъ сочинени намфренъ былъ изобразить 
п изобразиль какъ нельзя лучше. 

«Во-первыхъ, новая Геометрия, какъ я уже упомянуль 0 тому 
выше, написана такъ, что никто изъ читавшихъ ее почти ни- 
чего не понялъ. Желая покороче познакомить васъ съ нею, я 
собираль въ одну точку все мое вниман!е, приковываль его къ 
каждому перюду, къ каждому слову и даже къ каждой буквЪ, 
и при всемъ томъ такъ мало усиЪлъ прояснить мракъ, кругомъ 
облегаюций это сочиненте, что едва въ состояни разсказать вамъ 
то, о чемъь въ немтъ говорится, не говоря ни слова о томъ, что 
говорится. Авторъ говоритъ, кажется, что-то о треугольникахъ, 
0 зависимости въ нихъ угловъ оть сторонъ, чфмъ главнфйшимъ 
образомъ и отличается его Геометрия оть нашей; потомъ пред- 
лагаеть новую теорю параллельныхъ, которая, по собственному 
его признанию, находится или нЪфть въ природ%, никто доказать 
не въ состоянш; наконецъ, слфдуеть разсмотрЪве того, каким 
образомъ въ этой воображаемой геометрии опредЪляются величина, 
кривыхъ лин, площадей, кривыхъ поверхностей и объемовъ 
тЬлъ,—и все это, еще разъ повторяю, написано такъ, что ни- 
чего и понять невозможно. 

«Во-вторыхь, въ конц книги г. Лобачевеый помфстиль два 
опредфленные интеграла, которые онё открыль мимоходом, 
идя прямо къ своей цльли дать обийя правила для измъреня 
всё 1еометрическихь величииь и дозволивши себф только 
нъкоторыя примтиеия. Открыте весьма замфчательное! Ибо 
одинъ изъ сихъ новыхъ интеграловъ уже давно извЪетенъ, и 
находится гораздо легчайшимъ образомъ; другой совершенно не- 
вЪренъ, потому что ведеть къ той нелЪпости, которую мы уже 
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замфтили выше, т. е. что одинъ и тотъ же опредфленный инте- 
т 
гралъь равенъ то 4’ то со. Но не таковы ли и въ самомъ длЪ 


большею частю бывають прославляемыя у насъ новооткрытя? 
Не часто ди случается, что старое, представленное только въ 
какомъ нибудь странномъ образЪ, выдаютъ намъ за новое, или 
и новое, но ложное, за чрезвычайно важное открыте? Хвала 
г. Лобачевскому, принявшему на себя трудъ обличить съ одной 
стороны наглость и безстыдетво ложныхъ изобрЪтателей, съ дру- 
гой простодушное невЪжество почитателей ихъ новоизобрЪтенй. 

«Но, сознавая всю цфну сочинения г. Лобачевскаго, я не могу 
однакожъ не попенять ему за то, что онъ, не давъ своей книг% 
надлежащаго заглавя, заставиль насъ долго думать понапрасну. 
Почему бы вмЪсто заглавя: «О началахъ Геометри», не напи- 
сать напримфръ — Сатира на Геометрию, Карикатура на Гео- 
метр!ю или что нибудь подобное? Тогда бы всявй съ перваго 
взгляда видЪль, что это за книга, и авторъ избфжалъ бы мно- 
жества невыгодныхъ для него толковъ и сужденй. Хорошо, что 
мнЪ удалось проникнуть настоящую цфль, съ которой написана 
эта книга,—а то, Богъ знаетъ, что бы и яо ней и ея автор$ ду- 
малъ. Теперь же я думаю и даже увЪренъ, что почтенный авторъ 
почтеть себя весьма мнЪ обязаннымъ за т0, что я показалъ 
истинную точку зрфня, съ которой должно смотр?Ъть на его с0- 
чиненте»... 

Такими глумленями встр$чали русске современники плоды 
глубокихъ изысканй великаго.ума. И есть весьма вЪфевя оено- 
ван!я думать, что приведенная выше въ отрывкахъ статья въ 
«Сынф Отечества» принадлежить не какому либо диллетанту, а 
«глубокоученому» росс!йскому того времени академику. ИзвЪетно 
также, напр., что талантливый руссый математикъ того времени, 
Остроградекй, открыто насмЪхался надъ изысканйями казанскаго 
профессора. Заграницей работы Лобачевскаго были больпинствомъ 
ученыхъ просто не замЪчены. Только отъ орлинаго взора великаго 
Гаусса не укрылась вся важность изысканий скромнаго русскаго 
провинщальнаго профессора. Но Гауссь сообщилъь объ этомъ 
только въ частномъ письмЪ къ Шумахеру въ 1846 году. Вотъ 
это историческое письмо: 
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«Въ послфднее время я имЪль случай перечитать неболь- 
птое сочиненте Лобачевскато подъ заглавемъ: деотейчееве Олцег- 
зисвипееп хаг Теоче 4ег РагаЙепиеп. Это сочиненте содержить 
въ себф основаншя геометрии, которая должна бы была суще- 
ствовать, и строгое развите которой представляло бы непре- 
рывную цЪфпь, если бы Евклидова геометруя не была истинною. 
НЪкто Швейкартъ далъ этой геометрии имя «оботёНче аизигае», 

Лобачевский — геометрии воображаемой. 

«Вы знаете, что уже пятьдесять четыре года (съ 1792), 
какъ я раздфляю тЪ же взгляды, не говоря здфсь о нЪкоторыхъ 
развитяхъ, которыя получили мои идеи объ этомъ предмет® 
впослфдствши. СлФдовательно, я собственно не нашель въ сочи- 
нени Лобачевскаго ни одного новаго для меня факта; но изло- 
жене весьма различно отъ того, какое я предполагалъ сдЪлать, 
и авторъ трактуеть о предметЪ, как знаток, вх истинно-160- 
метрическом$ духь. Я считалъ себя обязаннымъ обратить ваше 
внимане на эту книгу, чтене которой не преминетъ вамъ до- 
ставить живЪйшее удовольстве». . 


«Гетингенъ, 28 ноября 1846 года». 


Зналъ ли что-либо объ этомъ письм® Гаусса Лобачевсвй, 
уже вступивиий въ послфднее десятилЪ те своей жизни? "Трудно 
дать утвердительный отвЪтъ. Переписка Гаусса съ Шумахеромъ 
была опубликована много позже смерти Лобачевскаго. Нашуъ же 
«Коперникъ Геометри», по выраженшю англскаго ученаго 
Клиффорда, умеръ въ 1856 году`12 февраля. Признаше и 
оцЪнка его заслугь принадлежить посл$днимъ 2—3 десятилЪ- 
ямъ, когда пониманто и уясненшю его генальныхъ мыслей 
была посвящена цфлая литература. 

Пониманию „Лобачевскаго въ особенности содЪйствовали сво- 
ими трудамн таке выдаюциеся ученые, какъ Бельтрами, Ри- 
маннъ, Гельмгольць, Кэли, Гуэль, Влейнъ, Клиффордъ, Ли, 
Пуанкаре, Киллингь и проч. 

22 октября 15393 года Росая, или, вЪрнЪе, — всЪ русевя 
физико-математическтя общества торжественно справляли 100- 
лфтн!я поминки дня рождения Лобачевскаго. Незадолго до этого 
времени Казансый университеть издаль «Полное собраше со- 
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чиненй по геометри Н. И. Лобачевскаго» въ 2-хъ томахъ. 
(1883 и 1886 гг.), но на самомъ дфлЪ «Полнаю собраня» 
всЪхъ безъ исключения сочинешй великаго русскаго «Копер- 
ника Геометри» нЪть,—да и будеть ли скоро?.. Въ общемъ, 
надо сознаться, что Лобачевскому на Руси «везетъ» тораздо 
менЪе, чВмъ заграницей. Проявивпийся было къ юбилею 1893 года, 
интересъ къ Лобачевскому въ широкихъ кругахъ скоро ослабъ. 
Были собран!я различныхъ обществъ, были дфльныя, красивыя 
рЪфчи, но... «облетфли цвЪфты, догорфли огни» и... все почти 
остается по старому, — и это въ то время, какъ изыскашя Ло- 
бачевскаго о параллельныхъ ливяхъ приняты, напр., въ япон- 
скихъ школахъ въ качествЪ пособя при преподаванти геометрии. 
Слфдуетъ, положимъ, сознаться, что чтене многихъ. произведе- 
нй Лобачевскаго въ подлинникЪ требуетъь довольно значитель- 
ной подготовки. Лобачевсюый, вообще, кратокъ и сжать. Но, 
съ другой стороны, ничего почти не сдфлано до сихъ поръ у 
нась къ популяризащи работь Лобачевскаго въ смыслЪ пере- 
ложентя ихъ на болфе понятный современный математический 
языкъ. Единственную‘) достойную внимания попытку вЪ этомъ 
отношении мы нашли въ работЪ Н. П. Соколова: «значенше 
изсльдоваий Н. И. Лобачевскаю вз Геометуги и ихз вмяне 
на ея дальньйшее развитче». 

Талантливый авторъ въ этой книгф дЪФлаетъ попытку изло- 
жить по возможности кратко и популярно содержан!е главнаго 
сочинен!я Лобачевскаго «Новыя Начала Геометри». Нельзя не 
привЪтствовать такой попытки, какъ нельзя не пожалЪть и 0 
томъ, что г. Соколовъ не продолжаль своихъ трудовъ къ даль- 
нЪйшей и еще большей популяризащи трудовь Лобачевскаго. 
Во всякомъ случаЪ ближе къ концу этой книги читатель най- 
деть содержане «Новыхъ Началь Геометри» Лобачевскаго въ 
изложени Н. П. Соколова. Быть можеть, чтене этой главы 
заинтересуетъь кого-либо настолько, что направить его на путь 
изученя подлинныхъ трудовъ Лобачевскаго для широкой попу- 
ляризащии его идей. 








1) ПоелЪ выхода въ свЪть 1-го издания настоящей книги появился пе- 
реводъ А. Р. Кулишера прекраснаго труда итальянскаго проф. Роберто Бонола 
«Не-Евклидова Геометря». 


* 


Два письма о постулать Евклида. 


Какъ разъ въ то время, когда въ старой губернской казан- 
ской глуши Н. И. Лобачевсый уже р®шилъ и обнародовалъ 
свое ръшене относительно мЪфста и значентя въ геометрии 11-ой 
аксомы (У-го постулата) Евклида, извЪстные европейсвые ученые 
все еще дфлали тщательныя попытки «доказать» это Евкли- 
довское допущенше. Авторитеть Евклида былъ еще настолько 
великъ, что никто не осмфливался подозрфвать о возможности 
геометрии и пространства, отличныхъ отъь Евклидовскихъ. Все 
дфло заключалось только, по мн®ню тогдашнихъ ученыхъ, въ 
возможномъ упрощен «Началъ» александрийскаго геометра,— 
въ стремлени изложить теорю параллельныхъ лин безъ зна- 
менитаго постулата. Нижеприводимое письмо (отъ 1831 г.) 
проф. Шумахера къ Гауссу даетъ настолько типичный образ- 
чикъ подобныхъь попытокъ, что приводимъ его въ подлинномъ 
перевод?: . 


. 


Шумахеръ къ Гауссу. 


Я беру на себя смфлость представить вамъ попытку, кото- 
рую я сдЪлалъ, чтобы доказать, безь помощи теори паралле- 
лей, предложене, по которому‘сумма трехъ угловъ треугольника 
равна 1807, — откуда вы- 
текало бы само собою до- 
казательство  Евклидовой 
акстомы. Единственныя тео- 
ремы, которыя я предпо- 
лагаю доказанными, суть: 
что сумма всфхь угловъ, 
образуемыхъь около одной 
точки, равна 360° или че- 
тыремъ прямымъ угламъ, 
и еще, что углы, противоположные въ вершинЪ, равны. 

Продолжимъ неопред$ленно стороны прямолинейнаго тре- 
угольника АВС (черт. А), или, другими словами, разсмотримъ 
систему трехъ прямыхъ въ одной плоскости, которыя своими 





Черт. А. 
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пересфчентями образуютъ треугольникъ АВС. При трехъ вер- 
шинахъ имфемъ уравненйя: 


2а-{ За = 44, 

25-28 —=4а, 

2е-- 21 = 44, 
откуда 


ав =6а— (ао с). 


Такъ какъ эти соотношеня существуютъ, какъ бы ни были 
расположены точки А, Ви С, или, что все равно, какъ бы 
ни были проведены три прямыя въ плоскости, оставимъ непо- 
движными лини ОС, ЕН и 1 
заставимъ линтю [Ё проходить 
черезь точку А (черт. В) такъ, 
чтобы она составляла съ ЕН 
тоть же самый уголъ, какъ и 
въ первоначальномъ своемъ по- 
ложенйи, или вообще, —такъ какъ 
этоть уголъ произволенъ, —такъ, 
чтобы линйя 7Ё всегда шла, вну- 
три угла. Мы будемъ имЗть тогда 


ао с =44. Черт. В. 


‚лЪдовательно 





а--В--т==34. 
Можеть быть, возразять на это, что хотя и имфемъ по 
предположению 
$ (черт. А) =6 (черт. В), 
но что равенство: 


с (черт. А) =с (черт. В) 


должно быть доказано. 

МнЪ кажется однако, что, всл$детве произвольной величины 
угловъ, въ этомъ доказательств нЪтъ необходимости. 

Таковы начала доказательства, о которомъ я жду вашего 
отзыва. Я прибавлю только въ оправдане моего разсужденя, 
что, хотя второе дЪйстые и уничтожаеть треугольникъ АВС, 
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но оно не уничтожаетъь угловъ треугольника. Какъ бы ни были 
расположены лини, всегда имфемтъ: 

ВН=В, @СЕ=т, РАЕ— а, 
какъ въ конечномъ треугольникЪ, такъ и въ исчезающемь; 
сумма: 

ТАН-- САЕ-- РАЕ 

всегда равна, слЪдовательно, суммЪ угловь прямолинейнаго 
треугольника. 

Такимъ образомъ докажемъ предложене для произволь- 
наго треугольника (котораго углы суть А, В, (,), проводя ли- 
ни Ра, ЕН такъ, чтобы было а= А, и дфлая кромЪ того 
ТАН = В и САЕ= С. Если бы тогда ТАЁ оказалась не пря- 
мою, но ломаною линею ГАЁ’, то уголъ с едФлался бы меныпе 
на 4с; но уголь © сталь бы на ту же величину больше, такъ 
что сумма этихъ угловъ осталась бы безъ перемфны, и мы 
имфли бы,—что намъ и требуется для доказательства, — равен- 
ство: 

Ь-- с (черт. А) =6--с (черт. В). 


Копенгагенъ, 3-го мая’ 1881 года. 


Гауссъ къ Шумахеру. 


Разсматривая внимательно то, что вы мнЪ пишете о теор 
параллелей, я замфчаю, что вы употребили в5 ваших разсу- 
окденях, не выразивь ею явно, слфдующее предложеше: 

Если двЪ пересЪкаюцияся прямыя, (т) и (2), обра- 
зуютъ съ третьею прямою (3), ихъ встр5чающею, со- 
отвфтственно углы А’ и АИ", и если четвертая прямая 
(4), лежащая въ той же плоскости, будетъ пересф- 
кать (1) подъ угломъ А’, то та же прямая (4) будетъ 
пересЪкать (2) подъ угломъ И". 

Это предложене не только требуеть доказательства, но 
можно сказать, что оно-то, въ сущности, и составляетъ ту тео- 
рему, о доказательствЪ которой идеть рЪчь. 

Воть уже нЪсколько недЪль, какъ я началъ излагать пись- 
менно нЪкоторые результаты моихъ собственныхъ размышлений 
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объ этомъ предметЪ, занимавшихъ меня сорокъ лЪть тому на- 
задь и никогда мною не записанныхъ, велЪфдстые чего я дол- 
женъ быль три или четыре раза возобновлять весь трудъ въ 
моей головЪ. МнЪ не хотЪлось бы однако, чтобы это погибло 
выЪстз с0 мною. 


Гетингенъ, 17 мая 1881 года. 


Отвфть Гаусса типиченъ въ томъ отношеви, что указы- 
ваеть на тоть обыкновенный недостатокъ, которымъ страдали 
вст безь исключешя попытки доказать постулать Евклида, или 
обойти его въ теори параллельныхъ линй. ВмЪсто этого по- 
стулата авторы вводили мезамътно для самихъ себя какое- 
нибудь новое, нуждающееся въ доказательствЪ, предложеше. 
Такъ было и съ Шумахеромъ. 

Суть ошибки Шумахера еще лучше выяснится изь даль- 
нЪйшаго, гдф о суммЪ угловъ треугольника будеть также при- 
веденъ извЪстнаго рода «софизмъ». 

Въ посмертныхь бумагахь Гаусса дЪйсгвительно нашлись 
небольшия замЪтки о не-Евклидовой геометрии (Сущность этихъ 
замфтокь изложена въ упомянутой уже нами «Не-Евклидовой 
`Геометри» Р. Бонолы). Но, какь видно, обстоятельства не 
позволили Гауссу довести свой трудъ до конца. 








Выяснен!е трехъ постулатовъ о параллельныхъ 
лИНЯХТ, 


Въ противоположность постулату Евклида, о которомъ мы 
говорили въ главф «Два отрицательныхь вывода ХГХ вЪка», 
Лобачевсюй ставить иной, а именно: 

Черезъ данную точку на плоскости можно провести 
неопредЪленно болышое число лин, изъ которыхъ ни 
одна не пересЪчетъ данной въ той же плоскости линии. 

Въ то же время еще одинъ постулать нфмецкаго геометра 
Риманна говорить, что 

черезъ точку на плоскости нельзя провести такой 
линш, которая.не пересЪкала бы данной линш въ этой 
плоскости. 

Отправляясь оть каждаго изъ этихъ допущенй въ отд®ль- 
ности, мы получимъ три различныхь системы геометрии на 
плоскости. Различе этихъ геометий лучше всего выясняется 
на слфдующемъ примЪрЪ: 





Фиг. 97. 


Пусть АВ и РО (см. фиг. 97) будуть дв прямыя лини, 
лежапия въ одной и той же плоскости и неограниченно про- 
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должающияея по обоимъ противоположнымъ направленямъ. АВ 
примемъ неподвижной и занимающей опредфленное положене, 
а РС пуеть вращается въ плоскости около точки Р, напр., въ 
направлен, принимаемомъ за положительное, т. е. обратно дви- 
жению часовой стрфлки, и пусть РС сначала перес$каеть АВ, 
какъ указано на фиг. 97. При дальнфйшемъ вращени лини РС, 
точка перес$ченя уходить все далфе и далЪе вправо, и здЪеь 
логически возможны три случая: 

1) Вращающаяся линя перестаеть пересЪкаль неподвижную 
прямую А.Б сь одной стороны (напр., справа) и тотчась же 
непосредственно при продолжен!и вращения перес$каетъ эту ли- 
нию съ противоположной стороны (слЪва); 2) или же лишя РС, 
переставъ пересЪкать АВ и продолжая вращаться въ нЪкоторой 
части плоскости до новаго пересЪченя, совсфмъ не встр?Ъчается 
съ лишей АВ; 3) или, наконець, наступить такой промежутокъ 
временн, въ продолженше котораго 0об% лини будутъ одновременно 
пересфкаться въ двухъ противоположныхь направлентяхъ. 

Первая изь этихь возможностей даеть геометрию Евклида, 
вторая— геометрию Лобачевскаго, а третья-—геометрио Риманна. 

ИзвЪетнымь образомъ развиваемые и прюбрфтаемые нами 
умственные навыки приводять къ тому, что всф три преды- 
душя допущешя мы послфдовательно поясняемь довольно 
своеобразнымъ путемъ, а именно съ помощью того отъии- 
назо понямя о прямой линш, какое мы уже имфемъ о ней. 
Логически каждое изъ этихъ трехъ допущений, повторяемъ, такъ 
же допустимо, какъ и другое. Съ этой точки зр$ня, строго 
говоря, нфть никакого основашя одно допущене (постулать) 
предиочитать другому. Психологически, однако же, выходить 
такь, что гипотеза Риманна представляется начинающему совер- 
шенно недопустимою, и даже допущене Евклида менфе понятно, 
чфмъ допущеше Лобачевскаго. 

Интересный опыть въ этомъ отношени быль сдфланъ амери- 
канскимъ математикомъ Уайтомъ (\УВЦе) со своими начинаю- 
‚щими куреъ «нормальной школы» учениками. Онъ начертилъ 
. на доскЪ рисунокъ, подобный фиг. 97, изложилъ простыми и не- 
многими словами всЪф три допущеня и попросиль каждаго изъ 
учениковъ высказать свое мнзн!е по поводу каждаго изъ посту- 
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латовъ, записавъ свой отзывъ на клочкЪ бумажки. И воть ока- 
залось, что 46 учениковь (изъ общаго числа 54) высказались 
за вЪрность второго допущен!я, т. е. постулата Лобачевскаго. 
Голоса этихъ 46 подфлились такъ: 2 заявили, что они «дога- 
дываются», что должно быть такъ, а не иначе; 21,—что они 
«думають» такъ, 183 —вЪ этомь «вполнф увфрены», 10 —«зна- 
ютъ» это. Что касается постулата Евклида, то за него выска- 
зались только остальные $3 изъ 54 учениковъ и при томъ такъ, 
что 6 ИзЗЪ НИХЪ «думали», что это допущене правильно, а два 
были въ этомъ «вполнф увфрены». Интересно отмЪФтить обето- 
ятельство, что среди этихъ не искусившихся еще ни въ какихъ 
софистическихь изворотахъ умовь не нашлось ни одного, кото- 
рый бы высказался за пруемлемость допущешя Риманна. Пони- 
ман!е его, очевидно, требуеть нЪсколько боле повышеннаго 
математическаго развитя. Въ свою очередь, значительная часть 
сторонниковъ большинства, подавшаго голоса за 2-е предположене 
(Лобачевскато), обнаружили склонность перемЪнить свое мн®нге, 
какъ только они узнали, что это предположене сводится къ 
тому, что двЪ пересЪкаюцияся, прямыя могуть быть одновременно” 
параллельны одной и той же прямой. Во всякомъ случа выше- 
изложенное свидЪтельствуеть о томъ, что постулать Евклида не 
имфеть по формЪ характера убфдительности даже для неиску-” 
шеннаго ума. 


Обращаясь къ тризонометри, возьмемь лишю, дающую 
значеше тангенсовъ центральнаго угла при возрастанти этого 
угла отъь 0 до 90°. При величинф угла въ 90° тангенсь его, 
какъ извЪстно, равенъ со (безконечности). Но какъ только вра- 
шающаяся сторона угла перейдеть хотя бы безконечно мало за 
(лЪвфе) значене 90°, мы принимаемъ, что она тотчасъ же пере- 
сЪкается съ линей тангенсовь на безконечно далекомъ раз- 
стояши, но въ противоположномъ направлен (внизу), чЪфмъ 
раньше. Это именно допущене и обосновываеть, слфдовательно, 
нашу тригонометрию на началахь Евклида, а не иныхъ. 

Знаменитый астрономъ Веплерь ввель опредфлене парал- 
лельныхъ, какъ лини встрьчающихся в5 безконечности 


‘ 
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'Такимь опредфленемъ можно пользоваться, пожалуй, даже въ 
элементарной геометрии. Необходимо только правильно понимать 
его и сь этой цфлью перевести на языкь такъ называемой 
теории предъьлове. 

Пусть линя (фиг. 98) РР! будеть перпендикулярна къ 50, 
и пусть точка @ движется все далЪе и далЪе вправо въ то 
время, какъ точка Р остается неподвижной, и пусть, наконець, 
уголь Р'РЕ будеть предфль, кь которому приближается уголь 
Р'’РО’при безпредЪльномь возрастании разстояня © оть Ё". Въ 

Р 


Е 
Фиг. 98. 





такомъ ета РЕ есть лишя, параллельная 50. То есть парал- 
лельность приписывается нот положеню пересЪкаю- 
щихся лин!й, когда точка пересЪченя уходитъ въ безконечность. 
Это поняме мы и выражаемъ коротко извфстными словами, что 
«параллельныя прямыя встрЪчаются въ безконечности». 

Возвращаясь къ нашимъ тремъ постулатамъ, предположим 
(см. фиг. 98), что точка Р неподвижна, а РЭ передвигается 
такъ, что точка 5 уходить безиредфльно влЪво, при чемъ, при 
безпредЪльномъ возрасташи Р’5 уголь ГРР’ будеть предфломъ 
для угла ЭРР. Въ такомъ случаЪ ТР есть лин, параллельная 
50. Итакъ: 

Согласно съ постулатомь Евклида РТ и РВ составляють 
одну прямую линю: 

Согласно Лобачевскому, обЪ эти прямыя могутъ предста- 
влять и нЪкотортю ломаную линию. 

Наконець, по допущеншю Риманна, (и © не могуть уда- 
литься на безконечное пространство (но © переходить, такъ 
сказать, чрезъ значеше 5 опять къ Р’), а это, по понямямъ 
теорш предФловъ, не есть предЪльное положене и, слЪдовательно, 
не параллельная лин1я въ Евклидовскомъ смыелЪ этого слова. 

ВЪ ЦАРСТВЪ СМККАЛКИ. 14 
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Сумма угловъ треугольника. 


ИзвЪстная теорема о сумм угловъ треугольника во веЪхъЪ 
учебникахъ геометрш доказывается на основан!и теоремъ о парал- 
лельныхь линяхъ. Но мы знаемъ уже (см. предыдущую главу), 
что въ теор параллельныхъ есть одно не могущее быть дока- 
заннымъ допущене— знаменитый Евклидовъ постулать. СлЪдо- 
вательно, строго говоря, и теорема о сумм® угловъ ‘треугольника 
оказывается недоказанной. 

Но вотъ другое «очень простое» доказательство этой важнЪй- 
шей теоремы, — доказательство, которое, казалось бы, должно по- 
ложить конець всфмъ сомнфшямъ и спорамъ. 

Пусть сумма угловь треугольника равна не двумъ прямымъ, 
а какой-нибудь еще неизвЪстной пока величинЪ, которую 000- 
значимъ черезь 5. Проведемъ въ треугольник АВС линю СО, 

с соединяющую вершину С сь 

произвольной точкой основаня. 

ИмЪемъ два новыхъ треуголь- 

ника АДС и ОБО. Сумма уг- 

А у в ЛовЪ каждаго изъ нихъ равна х, 

а а сумма этихъ суммъ — 24. Яено, 

что если отъ этой суммы отнять 

углы Ти 2 (т. е. 24), то получится сумма угловь треугольника 
АВС. Слфдовательно, мы въ правЪ написать уравнене 


2$ —2а4=1, 


откуда х=—=24, другими словами: сумма 94088 треуюльника 
равна двумь прямыма. 

Правильно ли это доказалельство? Конечно, нЪть. Это не 
болЪе, какъ софизмъ, и мы сейчась укажемъ, гд® здЪсь кроется 
ошибка. 

Ее 

Ходъ доказательства совершенно вЪренъ, но съ самаго же 
начала сдЪлано было бездоказательное допущене. Вспомнимъ, 
ч10 мы приравняли сумму угловъ всякаго треугольника неиз- 
вЪфстной величин 2. Хотя, казалось бы, мы ничего этимъ не 


предрЪшаемъ, но на самомъ дЪлЪ мы утверждаемъ заранфе, что 
; у й 
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сумма угловь одинакова у всълё треуюльниковг, —другими 
словами, что она есть величина постоянная. Между тЪмъ въ 
этомъ-то и заключается весь вопросъ. Если бы было доказано, 
что у всЪхь треугольниковъ, разной формы и размФровъ, сумма 
угловъ остается постоянной, то ужъ не трудно было бы, какъ 
мы видфли, доказать, что постоянная эта есть именно 24, а не 
какая-либо другая. 

Итакъ, выше мы доказали не ту теорему, которую брались 
доказать, а иную: 

Если сумма уловь треуюльника есть величина постояч- 
ная, то она равна 24. 

Эта новая теорема, которую мы случайно и неожиданно для са- 
михъ себя доказали, не совсфмъ, однако, безполезна: она поможеть 
намъ кое-что уяснить въ области не-Ювклидовыхъ геометрий. 

Для этого мы сначала перефразируемъ эту теорему, —вы- 
скажемь то, что въ геометрии называется теоремой «обратной 
противоположной». Получимъ: 

Если сумма уловь треуюльника не равна 24, то она пе 
есть постоянная величина. 

Какъ и вс «обратныя противоположной», теорема эта 
должна быть вЪфрна, разь вЪрна прямая тоорема. Да и въ са- 
момь дфлЪ, если бы сумма угловь /\-ка была величиной по- 
стоянной, то, согласно прямой теоремЪ, она равнялась бы 24;— 
что противорЪчить условию. 

Отсюда сразу получается очень важный выводъ. Мы знаемъ, 
что въ геометрии Лобачевскаго сумма угловъ треугольника меньше 
24, а въ геометрии Риманна больше 24,—т. е. и въ томъ и дру- 
гомъ случа она не равна 24. Пользуясь нашей теоремой, мы 
заранЪе уже, не зная деталей этихъ не-Евклидовыхъ геометрий, 
можемъ утверждать, что въ этихь геометияхь сумма у1л06 
преуюльника есть величина перемъииая. Въ этомъ-то непо- 
стоянств® суммы угловъ треугольника и заключается характер- 
ное отличе упомянутыхъ не-Евклидовыхъ геометрий. Не то важно, 
что сумма угловь /\-ка болыше или меньше 24, а то, что она 
вообще не есть величина постоянная. 

Итакъ, воть чему научило насъ раземотрЪе приведеннаго 
выше софизма: 

14* 
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1) Вь Евклидовой геометрии сумма угловъ треугольника есть 
величина постоянная и равна 24. 

2) Въ геометрш Лобачевскаго и Риманна сумма угловъ тре- 
угольника не есть величина постоянная. 


Задача, 68-я. 
НЬсколько <коварныхъ»> вопросовъ. 


Какое число дфлится на всякое другое число безъ 
остатка? 


* # 


Можегь ли дробь, въ которой числитель меньше 
знаменателя, быть равна дроби, въ которой числитель 
больше знаменателя? Если н$фтъ, то какъ же 


3_+5. 
у Ак С 
Въ пропорши: 


61-3 0.5 





каждый изъ крайнихъ членовъ не болыше ли, чЪмъЪ 
каждый изъ среднихъ? Что же сд$лалось съ извЪст- 
_нымъ намъ «правиломъ», что въ пропорши «больший 
членъ такъ относится къ меньшему, какъ болышй же 
къ меньшему»? 


# 


*# * 
Можно ли написать равенство, что 
полуполный стаканъ — полупустому стакану? 


# # 


Есть ли на свЪТЪ люди съ одинаковымъ числомъ 
волосъ на голов? | 


— 8 


0 четвертомъ изм5ренм по аналоги. 


Американсый математикъ \У. Е. \УВЦе разсказываетъ объ 
интересномъ вопрос, который предложиль ему одинъ изъ его 
слушателей въ нормальной школЪ, и передаеть свой отвЪтъ 
на него. 

Вопросё. Если слФдъ движущейся точки (не имфющей изм?- 
ренйй) есть лин!я (одно измфренте), а слфдъ движешя линш 
есть поверхность (два измЪрентя), наконець, слфдъ движеня 
поверхности есть тЪло (три измфреня),—то почему же не ва- 
ключить, что слфдъ движеня тЪла есть величина четвертаго 
измрентя? 

Отвъте. Если бы ваши предположения были вЪрны и с0- 
вершенно точны, то по аналоги могло бы быть взрнымъ заклю- 
чене. Путь движущейся въ пространств точки есть, дЪйстви- 
тельно, лишя. Слфдъ движеня линш даеть поверхность, но за 
исключенемь случая, когда линя движется въ своемъ собствен- 
номъ измЪрени,— скользить, такъ сказать, по своимъ собствен- 
нымъ слЪдамъ. Слфдъ движеня поверхности даеть тЪло, но 
только въ томъ случаЪ, когда поверхность движется не въ сво- 
ихъ двухъ, а въ новомъ, третьемъ, измВреши. Образоваше ве- 
личины четвертаго измфреня движенемъь тФла предполагаетъ, 
слЪдовательно, наличность этого самаго новаго четвертаго изм?- 
рентя, по которому тфло могло бы двигаться. 











Въ странЪ чудесъ математики, 


Во ‘время своего пребываня на курсахь Елена полюбила 
математику и дфлала въ ней больние успЪхи. Одну изъ лекщй 
профессоръ какъ-то посвятиль выяснено понятя о простран- 
ствЪ . и-измфренй, а незадолго передъ этимъ дома Елена 
прочла, по его совЪту, очень интересную чебольшую книжечку 
«Страна плоскости. Разсказь изз области мнозилхь измтренй». 

Вернувшись съ занатй въ жаркое майское утро, молодая 
дЪвушка сЪла въ легкое кресло-качалку и съ удовольстиемъ 
отдыхала. Тихое покачиванье качалки навЪвало на нее легкое 
полузабытье, а въ голов мелькали одна за другой геометри- 
ческтя фигуры: прямыл, кривыя лини, круги... Въ послзднее 
время среди студентовь предметомъ упражненйй и оживленныхъ 
обсужденй были кривыя линш, носивиия поэтическое название 
«цфней маргаритокъ». 

— Какая она длинная, эта ливня! думала Юлена.—По- 
‚ жалуй, что ей нЪть конца... Въ дЪтетвЪ я читала книжку «Въ 
стран чудесъ» и помню, что поелф того я нфеколько ночей 
видЪфла во снЪ, какъ путешествую по этой бтранЪ. Воть, если бы 
сдЪлаться опять маленькой дЪвочкой, попасть въ страну чудесъ 
и тамъ найти концы «маргариткиныхъ цфией». Но возможно ли 
это? У круга, напримЪръ, нфть конца, какъ извЪфетно. Можеть 
быть, я пришла бы къ безконечнымь вфтвямъ кривой... 

Ра 
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Вдругь Елена очутилась на узенькой тропинкЪ, почти за- 
крытой большими деревьями. Она пошла по тропинк$ и скоро 
пришла въ большую тронную залу, гдЪ сидЪла прелестная жен- 
щина, похожая на фею или «богиню». Приблизясь къ трону, 
Елена вЪжливо поклонилась. 

— Здравствуй, Елена! —привЪФтливо сказала фея. 

Еленф не показалось страннымъ, что прекрасной незнакомкЪ 
извфетно ея имя. 

— ТебЪ хочется побывать въ странЪ чудесъ? 

— О да--еъ жаромъ отвЪтила Елена. 

— Я дамъ тебЪ въ провожатые одного изъ моихъ при- 
дворныхъ,— сказала фея, махнувъ палочкой. 

'Тотчасъ же появился юноша въ костюм$ пажа. Онъ прекло- 
нилъ колЪно передъ феей, затЪмъ привфтливо поклонился ЕленЪ. 

— Воть, Роландъ,— сказала фея, — эта дфвушка желаеть 
итти въ страну чудесъ,— поручаю ее твоимъ заботамъ. Покажи 
ей все, чфмъ она будеть интересовалься. 

Съ этими словами она передала свой волшебный жезлъ пажу 
и сама исчезла. 

— Идемъ!-—сказалъь пажъ, подавая руку Еленф и махнувъ 
жезломъ. 

Въ ту же минуту они очутились въ совершенно новой свое- 
образной и удивительной мЪетности. 


Все, что здфсь существовало, тянулось только вё длину, но 
не имЪло ни толщины ни ширины. ИзмФреня въ этихъ двухъ 
послфднихъ направлешяхь были совершенно невозможны: на- 
столько предметы были тонки и узки. Живыя существа, въ этой 
странф могли двигаться только по одной какой-либо лини. 

— О! я понимаю!— воскликнула Елена. — Это страна, лин1й. 
Я читала о ней. 

— Да,-сказаль пажъ,—я только то и могу вамъ пока- 
зать, о чемъ вы читали или думали. 

Елена вопросительно посмотр$®ла на его жезлъ. 

— И это, въ самомъ дЪфлЪ, великое чудо! — подтвердиль 
пажъ.— Показывать вамъ.такимъ нагляднымъ образомъ все, о 
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чемъ вы только думали, вфдь и это волшебство! Но показы- 
вать вамъ то, о чемъ вы никогда и не думали даже, это 
было бы... 

Елена не разслышала послЪдняго слова, и пажь опять 
махнулъ жезломъ. 

Они находились теперь въ мфстЪ, откуда страна лини 
была видна яснфе. Елена протянула ладонь поперекъ лини 
прямо противъ одного изъ движущихся по лии странныхъ 
жителей. Онъ внезапно остановился. Она отняла руку. Но оби- 
татель страны лин остолбенфль отъ изумлен1я: какое-то таин- 
ственное тЪло, или, по его понятямъ, точка внезапно появилась 
въ его пространствВ и такъ же внезапно исчезла! 

ЕленЪ странно было видЪть, какъ вся жизнь обитателя 
страны лин заключена между двумя точками. 

— Они никогда не обходятъь препятств!й!-—замЪтила она. 

— Линя—это ихъ м|ъ... Мфъ одного измфревя...—ска- 
залъ пажъ.—Какъ можеть кто-либо выйти изъ своего м!ра, чтобы 
обойти вокругъ препятств!я? 

— Не могла ли бы я поговорить съ ними и разсказать о 
второмъ измЪрени? 

— Эти существа не имфють второго измфреня! — лакони- 
чески сказаль пажъ. 

— Хорошо! — смфясь продолжала Елена. — ДЪйствительно, 
это такъ. Ну, а если они случайно выйдутъ изъ предфловт 
своего узкаго ма? 

— Случайно, —съ изумленемъ повторилъ пажь.—Я думал, 
что вы болфе философы! 

— Н$ть,—скромно возразила Елена,—я еще только школь- 
ная ученица. 

— Но вы ищете знане и истину и любите ихъ. Разв% 
это не значить быть философомъ? 

— Правда, — согласилась Елена, пожалуй, я могу считать 
себя философомъ. Но скажите, все-таки, какъ подобное существо 
можеть получить точное понятте о пространствЪ, отличномъ оть 
того, въ которомъ заключено оно. 

Оно можеть, вЪроятно, обратиться къ существу нЪеколь- 
кихъ измрений... 
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Елена на минуту пришла въ замЪшательство, думая, что ея 
проводникъ шутить. Но тоть совершенно серьезно продолжалъ. 

— Существа одного измфреня могуть почувствовать другое 
измфрене только при воздЪйстви иныхъ существъ не изъ ихъ 
пространства. Но обратимся къ другому мфу. 

Пажъ снова махнулъ жезломъ, и они увидали новую область, 
всЪ обитатели которой имфли длину и ширину, но не имфли 
толщины. 

— Это страна плоскостей! весело сказала Елена, а чрезъ 
минуту прибавила:—но только я думала, что плоскоетныя су- 
щества вс представляютъ собой правильныя геометрическия 
фигуры, а здЪеь я вижу очень разнообразныя. 

Пажъ расхохотался такъ громко и заразительно, что Елена 
стала вторить ему, не зная еще причины его смЪха. Онъ объ- 
яснился. 

— Вы представляли себЪ, значить, такую страну плоскостей, 
гдф государственные мужи похожи на однообразные правильные 
квадраты, и гдЪ остроуме формъ есть принадлежность низшихъ, 
а однообразе считается отличемъ знатности. Да, есть и такая 
страна плоскостей, только пишется она съ прописной, а не съ 
маленькой буквы... 

Елена стала присматриваться къ жизни существъ съ двумя 
измЗрен!ями и размышлять о ихъ сферЪ представленй. Она 
соображала, что. многоугольники, круги и всяюя друтя плосвя 
фигуры всегда видны имъ только, какъь отрЪфзки лин, что они 
не могутъ видЪфть угла, но могутъь вывести заключене о его 
существован!и; что они могутъ быть заключены внутри четыре- 
угольника или другой плоской фигуры, если она имЪфеть ва- 
мкнутый периметръ, который они не могуть пересечь; и если 
существо трехъ измфренй пересЪкло бы ихъ пространство (по- 
верхность), оно могло бы понять только сфченте на поверхности, 
сдфланное этимъ трехмфрнымъ тфломъ, такъ что тфло предста- 
влялось бы имъ существомъь также двухъ измфреншй, но обла- 
дающимъ чудесными свойствами и могуществомъ движеня. 

Елена заинтересовывалась все больше и больше. 

- Покажите мнЪ иространства еще и другихъ измЪренй!— 
просила она спутника. 
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— Хорошо! Пространство трехъ измфренй вы можете видЪть 
во всякое время,—сказаль пажъ, махнувъ жезломъ и измЪняя 
картину.—Но если вы возьмете мой жезль и съ его помощью 
покажете мнЪ пространство четырехъ измЪрений, то я буду вамъ 
очень благодаренъ! 

— О, этого я не могу!— воскликнула Елена. 

— Ия тоже. 

— А можеть кто-нибудь это сдЪлать? 

— Говорять, что въ пространствЪ четырехъ измфренй можно 
видЪть внутренность нашего закрытаго ящика, смотря въ него 
изь четвертаго измфренгя такъ, какъ вы могли видЪть внутрен- 
ность прямоугольника въ странф плоскостей, смотря на него 
извн, сверху внизъ. Говорятъ также, что въ четырехмрномъ 
пространств не можетъ быть завязанъ узелъ. Существо этого 
четырехмфрнаго пространства, переходя въ наше, должно ка- 
ваться намъ существомъ трехъ измфренй, такъ какъ все, что 
мы можемъ видЪть оть такого существа, есть только сЪчене, 
сдЪланное имъ въ нашемъ пространствЪ, и это сфченте есть то, 
что мы называемъ тЪломъ. Это существо можеть представиться 
намъ, скажемъ, какъ человЪкоподобное. И оно можеть быть, 
дЪйствительно, не, менфе человфкомъ, чфмъ мы, и не менфе ре- 
альнымъ, а даже болфе реальнымъ, если только слово «реаль- 
ный» здЪеь приложимо. Существа страны плоскостей (двухъ 
измфренй), пересЪкаюция страну лин й (пространство перваго 
измфрещя) кажутся обитателямъ линейнаго пространства суще- 
ствами одного измЪреня, только обладающими чудеснымъ могу- 
ществомъ. Точно также наше трехмЪфрное тфло въ плоскомъ 
(двухмЪрномъ) пространств: пересфченте наше съ поверхностью— 
это и все, что видимо и понятно для существа плоскостного 
пространства, и только это пересЪченте, только одна фаза нашего 
тфла доступна существу двухъ измфренй. Отсюда слТФдуеть 
заключить, что существа болфе чфмъ трехъ измфрейй имфють 
чудесную для насъ способность появляться ип исчезать. входить 
и уходить изъ комнаты, гдз заперты всф двери, они могутъ 
казаться намъ «духами», хотя вмЪетЪ съ тфмъь онЪ могутъ 
быть на самомъ дЪлЪ существами болфе реальными, чфмъ мы 
сами. 


219 


Онъ замолчалъ, а Елена замЪтила: 

— Все, что вы сказали, есть только результатъ извЪстнаго 
рода логическихь соображенй. Я хотфла бы видьть четырех- 
мфрное пространство. 

Спохвативигись, она сообразила, что такая настойчивость 
можетъ быть неделикатной по отношентю къ спутнику, и она 
прибавила: 

— Но я знаю, что жезль не можеть показывать намъ все, 
что мы захотфли бы вид?ть. Тогда не было бы предЪловъ на- 
шему познанию. 

— Можеть быть, безпредЪльное познане есть то же, что и 
безконечное познане?—сипросиль пажъ. 

— Это похоже на каламбуръ, —отвфтила Елена.—Не есть 
ли это простая игра словъ? 

— А воть идеть господинъ Вычислителевъ. Спросимъ его 
мнЪня.— Юй! Господинъ Вычиелителевъ! 

Елена увидфла почтеннаго пожилого господина съ развф- 
вающейся бЪлой бородой. Онъ обернулся, когда услыхалъ 
свое имя. 

Пока онъ приближался, пажъ сказаль тихо ЮленЪ: 

— Оньъ будеть въ восторгЪ отъ такой ревностной ученицы, 
какъ вы. Это для него праздникъ. 


Вычислителевь съ болышимъ достоинствомъ раскланялсея съ 
Еленой и ея спутникомъ и, ознакомившись съ темой разговора, 
началь такъ энергично высказывать свои мнЪыя, что пажъ 
остановилъ его: 

— ОсторожнЪе, это не сиещалисть по малематикЪ. 

КленЪф неособенно понравилось это замфчане, такъ какь 
она вообще не соглалиалась, когда дЪвушекъ считали менЪе спо- 
собными въ математикЪ, чЪмъ другихъ людей. «Ну, да это 
пгутка!> подумала она про себя и продолжала слушать. 

Вычислителевь продолжалъ начатое пояенене. 

— Если вы хотите спросить, одно ли и то же безпредЪльно 
увеличивающееся перемфнное и абсолютная безконечность, то 
я отвфчу—н%тз! Безгранично, или безпредЪфльно, увеличиваю- 
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щееся перем$нное всегда ближе къ нулю, чЪмъ къ абсолютной 
безконечности. Для простоты поясненя сравнимъ такое пере- 
мЪнное съ другимъ однообразно изм$няющимся перемвннымъ, — 
со временемъ. Предположимъ, что разсматриваемое нами пере- 
мЪнное удваивается каждую секунду. Въ такомъ случаф все 
равно,—какъ бы долго ни продолжалось подобное увеличене 
перемфннаго, оно все-таки будеть ближе къ нулю, чЪмъ къ 
безконечности. 

— Поясните, пожалуйста, — попросила Елена. 

— Хорошо! — продолжаль Вычислителевъ. — Раземотримъ 
значения перемннаго въ нфкоторый моментъ. Въ этотъ моменть 
значене перемЪннаго равно только половин® того, которое оно 
пр!обрЪтеть черезь секунду, и равно четверти того значения, 
которое получится черезь 2 секунды, если оно будеть все воз- 
расталь. Такимъ образомъ теперь, въ данный моменть, оно го- 
раздо ближе къ нулю, чВмъ къ безконечности. Но то, что вЗрно 
относительно перемннаго въ данный моментъ, будетъ вЪрно 
и въ слфЪдующий и, вообще, въ каждый моменть. И какъ бы 
перемЪнное ни возрастало, оно всегда будетъ ближе къ нулю, 
чЪмъ къ безконечности. 

— Значитъ, сказала Елена, —правильнфе говорить <«без- 
предЪльно увеличивается», вмЪсто «приближается къ безконеч- 
ности, какь къ предЪлу»>. 

— РазумЪетея! Перемнное не можеть приближаться къ 
безконечности, какъ къ предЪлу. Учащимся часто напоминаютъ 
объ этомъ. 

— Я думаю, —вамЪтила Елена, —что знане можно увеличи- 
вать всегда, хотя это и кажется чудеснымъ. 

— Что вы называете чудеснымъ? 

— Потому что...—начала Елена и остановилась. 

— Когда начинають съ «потому что», р$дко даютъ отвЪть!-- 
сказалъ пажъ. 

— Боюсь, что я дЪйствительно не отвчу, — произнесла 
Елена.—Обыкновенно называютъ чудеснымъ то, что является 
отступлешемь отъ естественныхъ законовъ. | 

— Мы должны показаль барышнЪ начертанте кривой, — ска- 
залъ Вычиеслителевъ пажу. ме. 
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— Конечно, —отвЪтиль тоть. — Любите вы фейерверки? — 
спросиль онъ Елену. 

—щ Благодарю васъ, 
здЪеь до вечера. 

— Хорошо, мы покажемъ вамъ ихъ очень скоро. 

— Фейерверки при дневномъ освЪщени?— спросила Елена. 

Но въ ту же минуту пажъ махнуль жезломь и наступила 
ночь, свфтлая ночь, хотя безь луны и звЪздъ. 

Такъ какъ эта перемфна была сдЪлана при помощи магиче- 
скаго жезла, то Елена не очень была изумлена. 

— Теперь вы мнЪ покажете начерташе кривой? — спро- 
сила она. 

— Да, — сказаль пажъ. 

Разговаривая такимъ образомъ, всЪ трое шли дальше, пока 
не подошли къ мЪету, тдЪ находилось нЪфчто въ родЪ элек- 
трической станщи подъ наблюдешемъ прелестной молодой жен- 
ЩИНЫ. 

— Это Ана-Литика,— сказаль Вычислителевь Еленф,— вы, 
вфроятно, съ ней знакомы. 

— Знакомое имя сказала Елена, ноя не припоминаю, чтобы 
видЪла гдЪ-нибудь эту госпожу. МнЪ хотЪлось бы познакомиться 
съ ней. 

Познакомившись, Елена назвала женщину «госпожа Литика». 

Но та улыбнулась и сказала: 

— Меня никогда такъ не зовуть. ВеЪ зовуть меня обыкно- 
венно «Ана-Литика». 

— Эта барышня хотфла бы познакомиться съ нЪ®которыми 
изь вашихъ работь,—сказалъ Вычислителевъ. 

— Пиротехническое начертан!е кривой,—-пояснилъсловоохот- 
ливый пажъ. 

— Пожалуйста, покажите намъ алгебраическую кривую съ 
особенной точкой, —прибавилъ Вычислителевъ. 

Ана-Литика тронула одну изъ кнопокъ, и сквозь темноту 
прорЪзалась полоса яркаго свЪта, образовавшая въ пространствЪ 
блестящую илоскость. ЗатЪмъ она поблекла, но остались два 
луча, перпендикулярныхъ одинъ къ другому. Изображене было 
слабое, но неизмфняющееся. 





отвЪтила Елена, — но я не могу остаться 
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— Это оси координат, — объяснила Ана-Литика 

Она нажала вторую кнопку, и Елена увидфла нЪчто, по- 
хожее на метеоръ. Онъ явился изъ огромнаго отдаленя, пересЪкъ 
лучъ свЪта, который быль названъ одной «изъ осей», и понесся 
по другую сторону этой оси такъ же быстро, какъ появился, все 
время двигаясь къ плоскости, показанной первоначальной исчез- 
нувшей` полосой свЪта. Елена невольно подумала -о кометЪ. Но 
вуЪсто кометнаго блестящаго хвоста пронеспийся «метеоръ» оста- 
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. Фиг. 100. 


вилъ за собой неизмВняемый путь свЪта въ видЪ кривой лини. 
Ана-Литика близко подошла’ къ ЕленЪ, и обЪ дфвушки смотрфли 
на блестящую кривую, которая тянулась сквозь темноту на все 
пространство, которое только было достуино зрЪ№н!ю. 

— Какъ это красиво!— воскликнула Елена. 

Попытка изобразить на бумагЪ то, что видфла Елена, даету 
объ этомъ не столь сильное и эффектное представленше. На фиг. 
100-ой даны оси координать и самая кривая. 

Вдругь Елена воскликнула: 
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— Это, вфдь, отдьльная точка свъта? При этомъ она по- 
казала на точку, обозначенную на фигур® буквой Р. 

— Это точка кривой, —сказала Ана-Литика. 

— Но она такъ отдалена оть всей остальной кривой! за- 
мфтила Елена. 

Отойдя къ аппарату и дфлая что-то, чего Елена не могла 
раземотрЪть, Ана-Литика начала писать въ темнотЪ, словно на 
аспидной доскЪ. Знаки выходили блестяние и рЪзко выдфлялись 
на темномъ фонЪ ночи. Воть что она писала: 


4? = (2— 2) (х— 3). 


Отступя назадъ, она сказала: 

— Это уравнеше кривой. 

Елена любовалась горящимъ въ темнот уравнешемъ. 

— Й никогда не представляла себЪ геометричесяя коорди- 
наты столь красивыми,— сказала она. 

— Точка, о которой вы спрашивали, сказала Ана-Литика,— 
есть точка (2, 0). Вы видите, что она удовлетворяеть уравнению. 
Это точка изображения. 

Елена теперь замЪтила, что единицы длины были нам чены 
на слабо видныхъ осяхъ легкими болфе блестящими точками 
свЪта. 

— Да, сказала она, л вижу ее, но странно все-таки, что 
она отдалена отъ остальной кривой. 

— Да, —сказаль Вычислителевъ, который все время внима- 
тельно слушалъ,—вы ожидали, что кривая будеть непрерывна. 
Непрерывность— воть постоянная предпосылка нынфшней науч- 
ной мысли. Эта точка кажется нарушающей законъ; она, сл$- 
довательно, есть то, что вы назвали нЪсколько минуть тому на- 
задъ «чудомъ». Если бы всЪ наблюдаемыя явлен1я, кромЪ одного, 
имфли нЪкоторую видимую связь, мы были бы склонны назвать 
это одно «чудеснымъ», а все остальное естественнымъ. Если 
только то кажется удивительнымъ, что необычайно, то и «чудомъ» 
въ математик» слфдовало бы называть всяюй отдфльный случай. 

Благодарю васъ,--сказала Елена‚—я очень хотфла бы 
согласиться съ этимъ. Но исключительность смущаеть меня. Я 
хотфла бы думать, что здЪсь есть общее царство закона. 
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— Очевидно,—сказалъ пажъ,—вдЪеь исключение! Ясно, что 
здЪсь есть разныя альтернативы, какъ, напримЪръ, что точки 
нЪфть на чертежЪ, что чертежь имфеть единственную точку, и 
так далтье... 

Вычислителевь, Ана-Литика и пажъ смЪялись. На вопросъ 
Елены пажъ пояснилъ: 

— Мы часто говоримъ «очевидно» или «ясно», когда не 
можемьъ дать объясненя, и часто говоримь «и такъ далЪе», 
когда не знаемъ, какъ продолжать. 

Елена сначала думала, что эта насмфшка относится къ ней, 
но потомъ вспомнила, что она ни одного такого выражения не 
употребила. Вообще, вЪдь, все это приключение съ ней была только 
шутка, а потому она успокоилась и стала спрашивать объ инте- 
ресующихъ ее предметахъ. к 

— Разскажите мнЪ объ этой изолированной, особенной 
точкЪ, — обратилась она къ Вычислителеву. 

Этоть послФдн!й 060 всемъ говорилъ въ ь ПОучительнонь тонЪ, 
который быль ему свойственъ. 

Вычислителевь. Если въ написанномъ выше. уравненш 
кривой т—2, то, какъ видите, у=0. Но для всякаго другого 
значения 2, меньшаго, чЪмъ 3, какое получится значене для у? 

Елена. Такъ называемое мнимое. 

Бычислителевь. А какъ изображаются мнимыя числа гео- 
метрически? 

Елена. Линтей, длина которой дается абсолютнымъ (или 
ариометическимъ) числомь мнимаго количества, и направлене 
которой перпендикулярно къ той, по которой отечитываются 
положительныя и отрицательныя направлешя. 

Вычислителевь. Хорошо. Въ такомъ случаф... 

Елена (съ восторгомъ). О! Теперь я понимаю, я вижу. _ 
Здфеь должны быть еще точки кривой внЪ плоскости. 

Вычислителевь. Воть именно. ЭдЪеь имфются еще такъ 
называемыя мнимыя вЪФтви кривой, и, можеть быть, Ана-Литика 
будеть настолько добра, что покажеть ихъ намъ теперь. 

Ана-Литика тронула еще кнопку своего аппарата, и другая 
блестящая кривая прорЪзалась на фонЪ ночного неба. Плоскость, 
опредфляемая этой кривой, была перпендикулярна къ преды- 
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дущей плоскости (Обозначенная точками линйя на фиг. 101 вос- 
производить обыденнымъ образомъ то, что видфла Елена) *). 
— О, я вижу! Повторила Елена. — Точка Р не есть изо- 
лированная, отдфльная, точка оть кривой. Это точка, въ которой 
наша «мнимая» вЪтвь (на самомъ дЪлЪ столь же дъйствитель- 





Фиг. 101. 


ная, какъ и всякая другая) пересфкаеть плоскость двухъ осей 
координать. 

— Теперь, —сказаль Вычислителевъ, — вместо того, чтобы 
подставлять дФйствительныя значеншя для 2 и находить со- 
отвфтственныя значеня у, вы можете придавать дЪйствитель- 


1) На этой фигур пунктирная лишя ОРФО’, если ее повернуть на 90° 
около 25’, какъ оси, такъ, чтобы она была въ плоскости, перпендикулярной 
къ плоскости чертежа, изобразить «мнимую часть» чертежа. 

Вычерченная точками и черточками лишя ЭАРАУ представляеть проэкщю 
на плоскость бумаги двухъ «комплексныхъ частей» кривой. Въ точк® Р каждая 
вЪфтвь находится въ плоскости бумаги, для каждой точки В соотвЪтствуюция 
точки на самой вфтви кривой находятся на разстоян!и 0,7 отъ плоскости по 
ту ии другую сторону плоскости, для точки 5 соотвфтетвующ!я точки бу- 
дуть на каждой вЪтви въ разстоян!и 1,6 отъ плоскости и т.д. 

ВЪ ЦАРСТВЗ ОМЕКАЛКИ. 15 
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ныя значеня у и рЬшать уравнене относительно х. И тогда, 
вообще, для каждаго значеня у вы получите 3 значешя 27 
одно дЪйствительное и 2 комилексныхъ сопряженныхь числа. 
Кривая, проходящая черезь всЪ точки съ комплексными абецис- 
сами, никоимъ образомъ не лежить въ плоскости осей, но въ 
плоскости, имъ перпендикулярной. Впрочемъ, вы знаете это. 
(Линя ЭВРЕб на черт. 101 представляеть эти вЪтви). 

Ана-Литика опять обратилась къ аппарату; и эти вЪтви 
кривой появились также въ видЪ свфтящихся лин!й. 

Елена была очень возбуждена. Глубочайшее удовлетворене 
звучало въ ея голосЪ, когда она сказала: 

— Точка, которая смущала меня своей непонятной 06060- 
бленностью, есть, какъ оказывается, общая точка нЪеколькихъ 
вфтвей одной и той же кривой. 

— Сверхестественное оказывается болфе естественнымъ, 
чФмъ что-либо иное, — сказалъ паж. 

«Чудесное, размышляла Елена, есть только особенный слу- 
чай высшаго закона. Мы не понимаемъ фактовъ, потому что 
связь ихъ иногда находится внф плоскости нашихъ наблюдений 
или размышленй». ЗатЪмъ она прибавила велухъ: 

— 9 я могла бы назвать чудесной кривой. 

— НЪть ничего исключительнаго въ этой кривой, — сказалъ 
Вычислителевъ. Каждая алгебраическая кривая съ сопряженной 
точкой имфеть подобныя особенности. 

Вычислителевъ сказаль что-то Ана-ЛитикЪ, и она прикос- 
нулась къ аппарату. Послышалея сильный ударъ грома. Елена 
очутилась въ своей комнать и, дЪйствительно, проснулась отъ 
сильнаго удара грома. Она приподнялась, стараясь припомнить 
все, что съ ней было. ЗатЪмъ она сказала себЪ: 

— НЪфть никакихь кривыхъ изъ свфта, пересфкающихъ 
небеса. И пространства одного или двухъ измрешй суще- 
ствують только въ нашемъ умЪ. Они— абстракции, какъ и про- 
странство 4-хъ измфренй. Но все-таки они мыслимы. Я рада, 
что видЪфла такой сонъ. Воображене есть волшебный жезлъ. 
Предстоящая мн жизнь будеть настоящая страна чудееъь и.. 

Въ это время бой часовъ прерваль ея мысли и напомнилъ, 
что пора идти на вечеря занятя. : 
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Случай съ Пляттнеромъ. 


Описанныя въ предыдущей глав сонныя грезы молодой 
курсистки, въ частности о возможности пространетва, отличнаго 
оть нашего, умфетно будеть дополнить здфсь еще нЪкоторыми 
соображенями о «пространствЪ четырехъ измфренй». Чита- 
тель, надЪемся, прочтеть эту главу съ тЪмъ болыпимъ интере- 
сомъ, что въ ней излагаются взгляды на четырехмрное ипро- 
странство Генри Уэльса, —этого оригинальнфйшаго и интерес- 
нЪйшаго писателя научныхь романовъ-утошй. Произведения Г. 
Уэльса поражають какъ полетомъь фантаз!и, такь глубиной и 
логическимъ развимемъ положенныхь въ основане научныхъ 
мыслей или выводовъ. 

Въ небольшомъ и почти неизвЪфстномъ русскому читателю 
разсказВ «Случай съ Пляттнеромъ» авторъ сквозь призму своего 
богатаго воображен!я и тонкаго дисциплинированнаго ума освф- 
щаеть «пространство четырехь измфренй» такъ, какъ оно ему 
представляется на основан!и послфдняго слова математической 
науки. Утоши такихъ писателей, какъ Г. Уэльсъ, заслуживаютъ, 
конечно, самаго серьезнаго вниманйя: он —результать серьезной 
работы мысли. 

Суть разсказа «Случай съ Пляттнеромъ» состоить въ томъ, 
что нфый школьный учитель, Пляттнеръ, неожиданно для са- 
мого себя попалъ въ пространство 4-хъ измфренй, пробылъ тамъ 
9 дней и, наконецъ, такъ же неожиданно возвратилея въ род- 
ное ему и намь 3-мЪрное пространство. Не имфя возможности, 
въ видахъ экономи мЪста, привести весь разсказь цфликомъ, 
передаемь по возможности связно его существенные моменты. 

О томъ, какъ Пляттнеръ неожиданно попаль въ простран- 
ство четырехъь измфренй, повЪствуется слФлующее. Учитель 
Пляттнерь любиль, между прочимъ, заниматься химическимъ 
анализом различныхъ веществъ. Одинъ изъ его учениковъ, 
Уиббль, интересовался химей и постоянно приносилъ учителю 
различныя вещества для изслфдованя. Разъ онъ принесь ему 
гдф-то случайно найденную аптечную стклянку съ какимъ-то 


зеленымъ порошкомъ. 
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«Это было вечеромъ. Пляттнеръ сидфль въ классЪ, надзирая 
за четырьмя учениками, оставленными для приготовленя уро- 
ковъ. Въ углу того же класса находился и маленьюй шкап- 
чикъ, содержавций всф принадлежности для преподаваня хи- 
мш,— всю лабораторию школы, такъ сказать. Плалтнеръ, кото- 
рому надофло сидЪфть безъ дфла, очень обрадовался зеленому 
порошку и тотчасъ же занялся его анализомъ; а Уиббль на- 
блюдать за этимъ процессомъ,—къ счастйо,— издали. Четверо 
другихъ учениковъ, дЪлая видъ, что прилежно занимаются уро- 
ками, тоже исподтишка слЪдили за тЪмъ, что творилось у шкапа. 

«Вс они единогласно показывають, что Пляттнерь отсы- 
паль сначала немного порошка въ пробирный цилиндрикъ и 
попробовалт растворить его послФдовательно въ водЪ, хлористо- 
водородной, азотной и сФрной кислотахъ. Не получивъ никакого 
результата, онъ высыпалъ почти половину всего порошка на 
металлическую пластинку и, держа стклянку въ лЪвой `рукЪ, 
попробовалъь поджечь его спичкой. Порошокъ затлФлея, сталь 
плавиться... и вдругь вспыхнулъ со страшнымъ взрывом. 

«ВеЪ пятеро мальчиковъ, ожидавиие съ замиранемъ сердца 
какой-нибудь катастрофы, какъ по камандЪ спрятались за парты 
и никто изъ нихь не пострадаль. Окно разлет®лось вдребезги, 
классная доска упала; пластинка, на которой лежаль порошокъ, 
превратилась, должно быть, въ пыль,——обломковъ ея нигдЪ не 
нашли, — штукатурка посыпалась съ потолка, но другихъ, 
болЪе важныхъ, поврежденй не оказалось. Когда прошла пер- 
.вая минута страха, мальчики поднялись изъ-за парть и, не 
видя Пляттнера, думали, что онъ сбить съ ногь и лежить на 
полу. ВеЪ, конечно, поспЪшили къ нему на помощь, но были 
очень удивлены, когда не нашли его на полу. Оставалось пред- 
положить, что онъ, въ минуту общаго смятенйя, выскочилъ изъ 
комнаты. Согласно такому предположению, мальчики тоже по- 
бЪжали вонъ изъ класса, но передй изъ нихъ, Карсонъ, чуть 
не столкнулся въ дверяхъ съ хозяином школы, мистером Лид- 
жетомъ. у 

«Мистерь Лиджеть—кривой, толстый и страшно раздражи- 
тельный человЪкъ. Мальчики говорять, что онь ворвалея въ 
комнату, красный, растрепанный, съ цфлымъ потокомъь своихъ 
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обычныхъ ругательствъ. «Балбесы», «сопляки», «паршивые 
щенки» —такъ и сыпалось изъ его устъ до тЪхъ поръ, пока буря 
не кончилась вопросомъ: «ГдЪ мистеръ Пляттнеръ?» 

«Куда дфвался мистеръ Пляттнеръ? Этотъ вопросъ былъ веЪми 
безпрестанно повторяемъ въ течеше нЪеколькихъь слфдующихъ 
дней, но отвфтить на него никто не могъ. Мистеръ Пляттнеръ 
исчезь, не оставивъ за собою никакого слЗда: ни капли крови, 
ни пуговицы оть своего костюма! Точно будто онъ въ самомъ 
дфлЪ разлетЪлея на атомы...» 

Черезъ девять дней, однако, Пляттнеръ возвратился въ школу, 
но возвралцене его было не менЪе странно, чЪмъ исчезновеше: 

«Въ среду вечеромъ, закончивъ дневные труды, мистеръ 
Лиджеть собиралъ въ саду свою любимую ягоду, малину. Только- 
что онъ подошель къ особенно усыпанному ягодами кусту, 
какъ вдругъ сзади него послышался сильный трескъ, сопрово- 
ждаемый какъ бы вспышкой молн!и, и какое-то тяжелое тфло 
такъ сильно толкнуло мистера Лиджета въ спину, что онъ упалъ 
на-корачки, малина разсыпалась, а шелковый картузъ съЪхаль ему 
на глаза. 

«Сильно разсерженный, мистерь Лиджеть, еще не успфвъ 
подняться на ноги, выпустилъ цфлую тучу ругательствъ по ад- 
ресу неизвЪстнаго тфла. Каково же было его изумлене, когда, 
обернувшись назадъ, онъ увидалъ мистера Пляттнера, сидящаго 
среди куста малины, въ самомъ растерзанномъ вид$ — безь шапки, 
безъ галетуха, въ грязной рубашкЪ и съ окрававленными ру- 
ками!..> 

Съ возвратившимся изъ неожиданнаго «путешествия» Гот- 
фридомъ Пляттнеромъ произошли, однако, весьма удивительныя 
перемФны. 

«Начать съ того, что, по изслфдованю, произведенному опыт- 
нымъ врачомъ, всЪ внутренне органы Готфрида Пляттнера ока- 
зались перемфщенными: сердце перешло на правую сторону 
груди, печёнь смЪстилась къ лфвому боку, а доли легкихъ по- 
мЪнялись м$етами. ИмЪя въ виду, что такое расположене. вну- 
тренностей, хотя и не часто, но все же встрЪчается, ничЪмъ 
`до поры до времени не проявляясь, я не придаю ему особен- 
наго значения, такъ какъ оно могло существовать у Пляттнера 
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и раныше случившагося съ нимъ приключеншя. Но воть что 
важно и чего у Готфрида раньше этого приключеня положи- 
телько не было: онъ сталь лфвшой, и при томъ до такой сте- 
пени, что правая его рука едва держала перо, а лЪвая могла 
писать только съ правой стороны къ лЪфвой. Есть еще одно 
обстоятельство, указывающее на перемЪфну, которая произошла 
въ организмЪ Готфрида Пляттнера. Раныне приключеня лицо 
его, какъ у большей части людей, было не совеЪмъ симметрично: 
правый глазь быль немножко больше лЪваго и правая щека 
массивнЪе лфвой. Между тфмъ теперь, посл приключешя, у 
Пляттнера лЪвый глазь и лЪвая щека болыне правыхъ, какъ 
я въ этомъ убЪдилея изъ сравненя фотографий...» 

Словомъ, — новое состояше Пляттнера представляло собой 
какз бы зеркальное изображеше пормальнаю человъка. Не 
менЪе интересно и то, что, по увЗремямъ Г. Уэльса, Пляттнеръ 
разсказывалу о собственныхъ своихъ субъективныхъ ощущентяху.‘ 

«Пляттнеръ говорить, что поелф взрыва почувствовалъ себя 
убитымъ наповаль. Ноги его отдЪлились отъ пола, и все тЪло 
было отброшено куда-то назадъ, при чемъ онъ упалъ на спину. 
На минутку падене его ошеломило; затвмъ онъ ясно ощутиль 
запахъ жженыхъ волосъ и услышаль голосъ мистера Лиджета,— 
однако, какъ сквозь сонъ. 

«Все кругомъ казалось ему какъ бы въ туманф. Это онъ 
тотчасъ же приписалъ дыму, выдфлившемуся во время взрыва. 
Фигуры Лиджета и учениковъ двигались въ этомъ туманЪ без- 
шумно, какъ тЪни, но все же онъ яено ихъ видЪлъ, видЪль 
обстановку класса и потому сообразилъ, что живъ и даже не 
особенно пострадаль; только лицо салнило оть ожога, да слухъ 
и зе н$сколько притупились, велЪдетые взрыва, какъ онъ 
думалъ. 

«Мало-по-малу Пляттнерь приходилъ въ себя и собирался 
встать, какъ вдругъ былъ пораженъ неожиданнымъ и въ выс- 
шей степени страннымъ обстоятельствомъ: два ученика, один 
за друшимь, прошли сквозь ео тльло, какз черезь какой-нибудь 
тумань или дымз! Ни одинъ изъ нихъ даже не чувствовалъ 
его присутствя. Трудно описать ощущенте, испытанное Пляттне- 
ромъ. Онъ векрикнуль отъ неожиданности. 
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«Попробовавъь протянуть руку, Пляттнеръь замфтиль, что, 
она свободно прошла сквозь стфну дома. 

«Стараясь обратить на себя внимане, Пляттнеръ громко 
зваль Лиджета, ловиль проходящихь мимо мальчиковъ, но всЪ 
они, очевидно, совефмъ его не замЪчали. Онъ чувствоваль себя 
какъ бы отр$заннымъ оть мра, хотя и не переставалъ быть 
его частью. Ве попытки сообщалься съ этимъ мтомъ остава- 
лись безплодными. 

«Тогла Пляттнеръ сталь внимательно осматривать все окру- 
жающее и съ удивлемемъ замЪтиль, что онъ находится не въ 
классЪ, а подъ открытымъ небомъ и сидить на камнЪ, который 
обросъ бархатистымъ мохомъ. Склянка съ осталками зеленаго 
порошка находилась еще у него въ рукахъ. Совершенно безсо- 
знательно онъ сунуль ее въ карманъ. Кругомь было почти с0- 
вефмъ темно. 

«Тишина была абсолютная, несмотря на сильный вЪтеръ, 
который долженть бы, казалось, сопровождаться шумомъ деревьевъ 
_и травы. ВеЪ окрестности казались скалистыми и пустынными. 

«Попробовавъ спуститься по склону холма, Пляттнеръ сво- 
бодно прошелъ сквозь стВну школы и очутился въ залЪ верх- 
няго этажа, гдф пансюнеры приготовляли свои уроки. Плятт- 
неръ замЪтиль, что нфкоторые изъ нихъ иголками царапаютъ 
на таблицахъ геометрическихъ чертежей полный ходъ докава- 
тельства соотвфтствующей теоремы, о чемъ онъ прежде никогда 
не догадывался. . 

«ЧЪмъ свЪтлЪе становилось, тфмъ Пляттнеръ хуже видЪлъ 
земные предметы. Наконець, они совсзмъ скрылись у него изъ 
глазъ. Судя по времени, надо думать, что это случилось какъ 
разъ тогда, когда зашло Солнце. Взамфнъ того передъ его изу- 
мленвымъ взглядомъ рЪзко обрисовался скалистый и пустынный 
пейзажъ, надъ которымъ поднялся съ горизонта какой-то огром- 
ный зеленый ‘дискъ, свЪтивиий, однако же, гораздо слабЪе зем- 
ного Солнца. Пляттнеръ стоялъ на высокомъ холмф. У ногь его 
разстилалась глубокая долина, усЪянная камнями. 

«Исчезновеме земныхъ предметовь при восходЪ зеленаго 
солнца въ пространствахъ четвертаго измЪрентя есть странный 
и въ то же самое время самый интересный пунктъ въ показа- 
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шяхъ Пляттнера. Онъ положительно говоритъ, что день въ этихъ 
пространствахъ соотвЪтствуеть нашей ночи и, наобороть, ночь 
соотвЪтствуеть дню, при чемъ самое сильное дневное освЪще- 
не не достигаеть силы нашего луннаго. Поэтому-то, можетъ 
быть, днемъ мы и не видимъ того, чтд происходить въ четвер- 
ломъ измфренш: у насъ въ это время сильный свЪтъ, а тамош- 
не пейзажи совефмъ не освЪщены. 

«Когда зеленое солнце освфтило окрестности, то Пляттнеръ 
увидалъ на дн% долины цзлую улицу, составленную изъ какихъ-то 
черныхъ зданй, похожихь на гробницы и мавзолеи. Съ боль- 
шимъ трудомъ спустивитись по крутому каменистому и скольз- 
кому склону горы, Пляттнеръ встрЪтилъ цфлую толпу какихъ-то 
существъ, расходившихся изъ одного большого зданя, какъ у 
насъ народъ расходится изъ церкви. Существа эти издали по- 
хожи были на шары, освЪщенные блфдно-зеленымъ свЪтомъ. 
Одни изъ нихъ исчезали въ ‘проходахъ, окружающихь зданте, 
друмя входили въ дома, а нЪкоторыя стали подниматься на 
гору, навстр$чу Пляттнеру. При видЪ ихъ послЪднйй остано- 
вилея въ изумлеши, хотя увфряетъ, что нисколько не испу- 
гался. Впрочемъ, въ самомъ дЪлЪ, пугаться было нечего. Суще- 
ства эти, которыхъ какъ бы несло вЪтромъ, представляли собой 
что-то въ родф головастиковъ: коротенькое, безрукое и безногое 
туловище и большая голова съ липомъ совершенно человфческой 
формы. Только глаза были, пожалуй, нЪсколько больше человЪ- 
ческихъ и выражали, въ большинствЪ случаевъ, такую скорбь, 
такое страданте, которыхъ человЪкъ трехъ изм$ренй не могъ бы 
вынести. Приблизившись къ этимъ существамъ, Пляттнеръ за- 
мЪтилъ, что они смотрять совсЪмъ не на него, а на каюе-то 
движупиеся предметы. 

«Каждое изъ нихъ какъ бы приставлено къ какому-нибудь 
изъ живущихь въ трехъ измВреняхъь и внимательно слфдитъ 
за всякимъ его шагомъ. Сначала эти существа не обращали на 
Пляттнера никакого вниманйя, но потомъ два изъ нихъ, имЪв- 
шихъ большое сходство съ его покойными отцомъ и матерью, 
стали слФдить за нимъ по пятамъ. Онъ нЪеколько разъ пробо- 
валъ заговорить съ матерью, но она только смотрфла на него 
грустно, пристально и какъ бы съ какимъ-то упрекомъ. Впо- 
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слфдетйи онъ сталь встрЪчать и еще лица, напоминавпия ему 
людей, которыхъ онъ знаваль въ дЪтетвЪ и съ которыми вхо- 
дилъ въ каюмя-нибудь сношеня. Всф они тоже грустно смотр®ли 
на него, видимо узнавая и какъ бы упрекая въ чемтъ-то. 

‹...День за днемъ, усталый, измученный, бродилъ Пляттнеръ, 
такъ сказать, на порогЪ между двумя мфами, ни къ одному 
изъ нихъ всецфло не принадлежа. 

«Въ концф-концовъ, это ему очень надофло, и онъ сталъ 
сильно желаль возвращеня въ нашь трехмрный м!ръ. 

«На девятый день, вечеромъ, Пляттнеръ, ходя по улицамъ 
Суссексвиля, споткнулся о камень и упалъ на тоть бокъ, гдЪ 
въ карманЪ его брюкъ лежала сткляночка съ зеленымъ порош- 
комъ. Раздался страшный взрывъ,—и Пляттнерь съ изумленемъ 
увидаль себя въ старомъ саду школы, лицомъ къ лицу съ ми- 
стеромъ Лиджетомт!..> 


Замфчаня къ «Случаю съ Пляттнеромъ». 


Разсказъ Уэльса не есть продуктъ «безпочвенной фантазия», 
а скорЪе образчикъ живого разсужденя по аналойи. 

Мы, конечно, неспособны яредставить себф пространство 
четырехъ измфренй. Такъ что описане, такъ сказать, внфшняго 
вида этого пространства и его обитателей всецфло оставляемъ 
на отвЪфтственности мистера Пляттнера и его вдохновителя 
Генри Уэльса. Но мыслить о пространствахъ, отличныхь оть 
нашего, мы можемъ, какъ можемъ дфлать болфе или менфе в?Ъ- 
роятныя заключеня о такихъ пространствахъ — по аналоми. 
Аналомя, конечно, не доказательство, по иногда она можеть 
привести къ любопытнымь и даже полезнымъ соображенямъ. 
Остроумный починъ въ этомъ отношени сдфланъ такими глу- 
бокомысленными учеными, какъ Гельмгольць и Риманнъ, кото- 
рые для примфра взяли болфе понятное и простое для насъ 
идеально плоское пространство— «пространство 0вухз изм рен!й», 
въ которомъ живуть, движутся и мыслятъ существа тоже, ко- 
нечно, двухь измфренй. Такое пространство можно (приблизи- 
тельно, впрочемъ) мыслить, какъ огромный листь не имфющей 
толщины бумаги, покрытый множествомь «живыхъ» лин, 
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треугольниковъ, квадратовь и другихъ фигуръ, движущихся въ 
плоскости листа. Движене это можеть’ происходить, понятно, 
только въ самой одной этой плоскости, такъ какъ третьяго 
измфреня нЪть, и потому фигуры здфсь не могуть ни поды- 
маться, ни опускаться вн плоскости. Обитатели такого пло- 
скаго мтра, поэтому, не могуть имфть ни малфйшаго предета- 
влешя о движени еще въ одномъ— перпендикулярномъ напра- 
влени и такъ же прик®ваны тЪломъ и мыслью къ своему двухмЪр- 
ному пространству, какъ мы — къ нашему трехмЗрному му. 
Самая идея третьяго. изм$реня была бы имъ ‘столь же чужда, 
‚какъ многимъ изъ насъ идея пространства 4-хъ измфрений. 

Каковы, напримфръ, жилища обитателей такого плоскаго 
‚ма? Это не что иное, какъ замкнутыя линш, открытыя сверху 
и снизу. Но будемъ помнить, что «верхъ» и «низЪъ» понятны 
только для насъ, существь трехъ измЪренй; обитателямь же 
двухм$рнаго ма эти понямя чужды, и они считають свон 
жилища прекрасно защищенными со вефхъ сторонъ. Чтобы за- 
ключить обитателя плоскаго мтра въ тюрьму, достаточно было 
бы начертить вокругь него замкнутую линю. Будучи самъ пло- 
скостью, линей или точкой и не имфя возможности выйти изъ 
плоскости, онъ не можеть ни перешагнуть черезъ ст$ны своей 
тюрьмы, ни подлЪзть подъ нихъ, и онЪ были бы для него не- 
проницаемы, какь для насъ каменныя и желфзныя стЪны съ 
поломъ и потолкомъ. 

Предположимъ, что этоть мфъ о двухъ измреняхъ помт- 
щенъ въ самой серединЪ нашего мра о трехъ измфрентяхъ. 
Обитатели плоскаго ма, все же, не имфли бы ни малфйшаго 
понятия о трехмфрномъ пространствЪ, ихъь окружающемъ. Они. 
просто не замЪчали бы всего нашего мра и даже склонны 
были бы отрицать самое его существованте. Еели бы кто-нибудь 
изъ нашего м!ра попалъ въ ихъ плоскость, они могли бы узнать, 
пожалуй, о существовами другого ма. Но, конечно, такой 
пришелець казался бы имъ существомъ сверхъестественнымъ. 

Въ самомъ дЪлЪ, попробуемъ представить себЪ ощущения 
обитателя «пилоскаго» мтра, когда онъ вдругь замфчаеть у себя 
въ спальнЪ, скажемъ, человфка изъ нашего мфра. Онъ, ложась 
спать, убЪдилея въ прочности запоровъ на случай ночного 
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вторжентя грабителя. И вдугъ, его изумленному взору предета- 
вляется чудесная фигура, не похожая ни на что видЪнное имъ 
до сихь поръ. Наше трехм$рное тЪло не было бы видимо 
плоскимь существамъ въ обычномъ своемъ образЪ, и при ма- 
лЪъйшемъ движен!и вверхъ оно совсфмъ исчезало бы изъ виду— 
къ великому изумлению «двухмФрца», — такъ мы будемъ назы- 
вать это существо двухъ измфренй. Но все время, пока чело- 
вфкъ находился бы въ пересфчени съ плоскимь момъ, онъ 
быль бы видимъ для «двухмЪрца» въ видф плоской фигуры, 
обладающей непостижимой способностью измЪнять свой видъ и 
чудесной силой движения. 





Самый способъ, какимъ неожиданный гость проникъ въ его 
домъ, составляль бы для «двухмЪрца» непостижимую загадку, 
настоящее чудо. Не подозрЪфвая, что его домъ и спальня, будучи 
плоскими фигурами, открыты сверху, онъ не могъ бы додуматься 
до того, что человфку достаточно было просто перешагнуть че- 
резь линию, чтобы очутиться въ его домЪ. 


Его удивлене не имЪло бы границъ, когда таинственный 
пришелець сталь бы перечислять содержимое его кармановъ, 
шкафовъ, бюро, кассы, описывать внутренне органы т%Фла двух- 
мфрца и даже доставать изъ наглухо запертыхъ ящиковъ (на- 
глухо для двухмЪрца, конечно) любую вещь. Двухмфрець во- 
образилъ бы, что пришелець умфеть проникать черезь стфны, 
что для него недЪйствителенъ законъ непроницаемости матери, 
Мало того, — «трехмфрному» гостю ничего не стоило бы, глядя 
поверхъь двухмфрныхъ стфнъ, описать самымъ подробнымъ обра- 
зомъ, что творится въ сосФднихъ, также наглухо запертыхъ, 
домахъ, и даже далеко за горами и морями плоскаго м!ра. 
Двухмфрець при этомъ рЬшилъ бы, конечно, что его гость ода- 
ренъ даромъ ясновидЪня и т. д. 

Итакъ, разсуждая логически, нЪфть ничего страннаго въ до- 
пущен!и пространства со свойствами, отличными оть нашего, 
«Евклидовскаго», пространства. Ничего нфтъ страннаго въ мы- 
слимости пространства четырехъ измфренй, если только раз- 
суждения о немъь не шагаютъ за предфлы логики и даже здра- 
ваго смысла. 
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Упомянемт, еще о такихъ весьма интересныхъ примфрахъ, 
какъ симметрия и выворачиване на изнанку. Юще велиюй фи- 
лософъ и математикъ Канть обратиль внимане на иЪкоторую, 
‘ловно бы, «тайну», связанную съ такимъ, казалось бы, про- 
стымъ предметомъ, какъ симметрия. Сравните вашу правую и 
лЪвую руки,—0онф совершенно сходны во всфхъ подробностяхъ. 
А между тЪмъ всяый хорошо’ знаетъ, что эти, казалось бы, 
тождественныя тфла несовм$стимы, и правая перчатка не мо- 
жетъ быть надЪта на лфвую руку. Запомнивъ это, пойдемъ 
далфе и раземотримъ свойства симметричных плоскихъ фи- 
гуръ. Воть передь нами два симметричныхъ четырехугольника 
А и В (фиг. 102). Про нихъ нельзя сказаль, что они не- 

совмфстимы. Правда, если просто 

надвиать В на А, то никакъ не 

удастся ихъ совмфетить, но стоить 

фиг. 102. перевернуть В, такъ сказать, на лЪ- 

вую сторону, на изнанку, —и тогда 

0б% фигуры не трудно будеть привести къ совмфщеню. Про- 

слЪдимъ, что собственно, мы сдфлали. Для того, чтобы пре- 

вратить фигуру В вь А, намъ необходимо было на время ото- 

рвать ее отъ плоскости, перенести въ мфъ трехъ измфренйй и 
снова вернуть ее на плоскость. 


Но. сколько бы мы ни поворачивали правую руку, мы пи- 
когда не превратимъ ее въ лЪфвую. Отчего это? Да оттого, что 
для этого намъ нужно вывести руку за предфлы трехмфрнаго 
пространства, — совершенно такъ же, какъ мы только что вы- 
несли напть четырехугольникъ изъ двухмЪфрной плоскости въ 
мтъ трехъ измфренй. Не покидая же нашего ма, мы такъ 
же не можемъ совм$стить симметричныя тфла, какъ «двухмфрцы» 
не въ состояши совмЪщать плоскихь симметричныхъь фигуръ. 
Отсюда замЪчательный выводъ: если бы человЪкъ быль спо- 
собенъ хотя на мгновене покинуть нашъ трехм$рный мШъ, 
онъ могъь бы вернуться къ намъ въ видЪ, симметричномъ самому 
себЪ: его правая рука сдЪфлалась бы лЪвой, сердце и желудокъ 
перем$стились бы на правую сторону, а печень — на лФвую. 
Словомъ, каждая частица его тфла была бы перемфщена,— и все 
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это произотло бы чисто геометрически, безь малЪйшаго разстрой- 
ства организма—какъ у м-ра Плятгнера въ разсказЪ Уэльса. 

То же самое произошло бы со всякимъ предметомъ о трехъ 
измфреняхъ, даже съ очень массивнымъ. Наибольшая пирамида, 
попавъ въ мфъ четырехъ измфренй, можеть быть перевернута, 
очень легко. КромЪ того, всЪ пустыя внутри вещи, какъ рези- 
новые мячи и пр., могуть быть вывернуты на изнанку безъ вся- 
каго ущерба для матерала, ихъ составляющаго; напримЪръ, 
перчатка правой руки, послф путешествия въ четвертомъ изм*- 
рен1и, возвратилась бы перчаткой лЪвой руки, и наоборотъ. 

Таковы нЪФкоторыя логическтя заключеня, «по аналоги», о 
пространствЪ 4-хъ измфрений. 

И читатель теперь, надЪземся, вполнЪ убЪфдится, насколько 
уже не фантастически, а аналого-логически, если можно такъ 
выразиться, правь Генри Уэльсь во многихъ существенных 
частяхъ своего разсказа. 

Взрывъ зеленаго порошка понадобился автору потому, что 
только посторонней силой можно существо какого-либо про- 
странства перенести въ другое пространство. ДЪлается также 
понятным, почему организмъ Пляттнера послЪ «путешествя» 
. сдлался собственнымъ своимъ «зеркальнымъ изображешемъ». 
«Понятно», почему Пляттнеръ получилъ способность проходить 
сквозь стВны нашихъ домовъ. «Понятно», пожалуй, даже и то, 
что сквозь его тфло проходили его ученики. Словомъ, теперь 
понятны многя остроумныя детали разсказа. Непонятно, по- 
жалуй, какъ это такъ, все же, у Пляттнера сохранилась сна- 
чала въ рукахъ (а не прошла черезь тфло) сткляночка съ остат- 
ками зеленаго порошка? Какъ, потомъ, она могла удержаться въ 
его карманахъ... Ну, да это, какъ и «описаше» внЪшности 
мтра 4-хъ измфренй, уже всецфло оставляется на отвЪФтетвен- 
ности остроумнаго автора. Во всякомъ случаЪ разсказъ его— 
замфчательный и единственный въ своемъ родЪ разсказъ. 
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«Золотое дфлене>. 


Подъ названемъ «золотого дфленя», «золотого сЪченя» 
или даже «божественнаго дфлен!я» у древнихъ геометровъ было 
извЪстно дфлене «въ крайнемь и среднемь отношенш», во- 
шедшее теперь во всЪ наши школьные учебники. Напомнимъ, 
въ чемъ оно состоитъ. 

Раздфлить данную величину «65 крайнем и среднемз отно- 
шеи», значить раздфлить ее на таюмя дв неравныя части, 
чтобы болыпая относилась къ меньшей, какъ вся величина отно- 
сится къ большей части. Въ алгебраическихь символахь это 
выразится такъ. Если а есть величина, подлежащая дфлению, 
атиар-— 2 искомыя части (большая и меньшая), то между 
величинами а, хи а—х должна существоваль слфдующая про- 
порцюнальная зависимость: 
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$. — 5} 
т. е. д есть средиее геометрическое межлу а на-—х. Изь этой 
пропорщи легко опредЪлить и значене х. По свойству пропор- 
ци имемъ: 
2 ==а(а—т), 
откуда 
ах — а? =0. 
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РАушивъ это квадратное уравнене, получаемъ, что 
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Условию задачи непосредственно удовлетворяеть лишь пер- 
вый корень. Отрицательный корень также иметь извЪст- 
ное значенте, но мы его здЪфеь разсматривать не будемъ. 

Итакъ, запомнимьъ, что большая часть величины а, разд\- 
ленной въ крайнемъ и среднемъ отношени, равна ирращюналь- 
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ному выражентю а = 
: Уб—1 
Отношеше этой части въ цфлому, 7. 6..6 5] -: а — 
я .. ка 
—.= >) =. Таково же, согласно пропорши, должно оыть и отно- 
ыы 


шене меньшей части къ большей. Если мы пожелаемъ вычис- 
лить это выраженте, то получимъ безконечную неперодическую 
дробь: 


т 0,61804.... 


И воть оказывается, что эта на первый взглядъ столь искус- 
ственная пропорщя, которую нельзя даже выразить ращюонально, 
имзеть широкое примфнене въ природЪ. Приведемь тому два 
примфра—одинъ изъ анатомш человЪческаго тфла, другой — 
изъ морфологи`) растений. 

Что части красиво сложеннаго человЪческаго тфла отвфчають 
извЪетной пропорции — это всявй знаетъ: недаромъ мы говоримъ 
0 «пропорцюнально» сложенной фигурЪ. Но далеко не всЪ знаютъ, 
что здЪеь имфеть мЪсто именно та пропорщя, которую древне 
называли золотымъ дфленемъ. Античныя статуи— лучшее дока- 
зательство того, что древне ваятели хороню знали о примЪне- 
нш золотого дЪлешя къ расчлененио человЪческаго тфла. 


Е : : — Е 
т) ОтдЪль ботаники, носящий назван «морфоломи», изучаеть строеше 
органовъ растенй и, слЪд., соотвфтствуетъь анатом животныхъ. 
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Идеально сложенное человЪческое тЪло, можно сказать, все- 
цфло построено на принцип золотого дфлешя. Если высоту 
хорошо сложенной фигуры раздфлить въ крайнемъ и среднемъ 
отношенш, то лин!я раздфла придется какъ разь на высотЪ 
тали, или, точнЪе, пупка. Особенно хорошо удовлетворяетъ этой 
пропорщи мужская фигура,—и художники давно знають, что, 
вопреки общему мнЪнио, мужчины красивЪфе сложены, нежели 
женщины. 

На любой античной ста- 
туз можно провЗрить этоть 
своеобразный законъ. Но 
дЪло этимъ не ограничи- 
вается. Если каждую изъ 
полученныхь частей въ 
свою очередь раздЪлить вт 
крайнемь и среднемъ от- 
ношенши, то линя раздЪла 
пройдеть опять таки въ 
вполнъ опредзленныхъ 
(анатомически) пунктахъ: 
на высотф такъ наз. Ада- 
мова яблока и надколЪн- 
ныхъ чашекъ. На фигурЪ 
103 обозначено расчленене 
статуи Аполлона Бельведер- 
скаго: 1 дфлить всю высоту 
АО фигуры въ кр. и ср. 
отношении; лишя Е дЪлить 
точно такъ же верхнюю часть туловища (короткая часть вверху), 
а линя О— нижнюю часть (короткая часть внизу). 

Но и это еще не все. Каждая отдфльная часть т$ла—-голова, 
рука, кисть и т. д. также расчленяется на естественныя части 
по закону золотого дзлентя. РаздФливъ въ крайнемъ и среднемъ 
отношени самую верхнюю изъ полученныхъ прежде частей (см. 
фиг. 104), мы убЪдимся, что раздЪль придется на лини бровей 
(5); при дальнфйшемь дфлен!и образовавшихся частей получимъ 
послфловательно: кончикъ носа (с), кончикъ подбородка (4) и т. д. 





Фиг. 103. 
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Рука (фиг. 105) при расчленении согласно принципу золотого дфле- 
ня распадается на свои аналомическтя 
части— плечо, предплечье, кисть. Посл%д- 


А 





Фиг. 104. Фиг. 105. 


няя въ своемь расчленени также отвфчаеть этому принципу 
(фиг. 106)—и т. д. 

Если бы съ самаго начала мы раздфлили тЪло человЪка въ 
крайнемъ и среднемъь отношени такъ, чтобы меньшая часть 
была не вверху, а внизу, то оказалось бы, 
что лишя раздфла проходить черезь концы 
свободно свисающихъ рукъ'). Словомъ, рас- 
членене наружныхъ формъ правильно сло- 
женнаго человфческаго тфла подчиняется до 
мельчайшихъ частей принципу золотого д®ле- 
ня. Этоть замфчательный законъ былъ хорошо 
извЗстень древнимъ, но честь воскрешеня 
его принадлежить нфмецкому ученому Цей- 
зингу, который въ половин прошлаго сто- 
лЪия выпустилъ книгу, спешально посвященную примфнентю 
золотого дЪленя въ природЪ и эстетик, —ибо оказывается, что 





Фиг. 106. 


> 
т) Ранке, <ЧеловЪкъ»; Проф. Брандтъ, «Антропологическе очерки». 
ВЪ ЦАРСТВ СМЕКАЛКИ. 16 
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тоть же законъ въ широкихъ рамкахъ примфнимъ и въ изобра- 
зительныхъ искусствахъ, и въ архитектурЪ, и музыкЪ и даже сти- 
хосложени. Останавливаться на этой интересной темЪ не входить 
въ нашу задачу, и мы можемъ отвести ей лишь немного мЪста. 


Золотое дфлене въ эстетикЪ. 


Существуеть, какъ извЪстно, опредЪленный геометрический 
способъ дфлевя даннаго отр%зка въ крайнемъ и среднемъ отно- 
шени,—способъ хотя и не сложный, однако же и не слишкомъ 
простой. Изъ людей, проходившихъ геометрю, добрыхъ девять 
десятыхъ его забываютъ. Но оказывается, что мы часто совер- 
шенно безсознательно выполняемъ это дфлене, при чемъ люди, 
никогда не изучавиие геометрии, дЪлаютъ это нисколько не хуже, 
р чфмъ записные математики. Для 
этого достаточно обладать лишь раз- 
витымъ художественнымь вкусомъ. 

Прим?Ъровъ такого безсознатель- 
наго примЗненя принципа золотого 
дфленя можно привести сколько 
угодно. Возьмемъ хотя бы обыкно- 
венный кресть. Ве замфтили, вф- 
роятно, что фигура эта гораздо изящ- 
нфе, если меньшая перекладина 
помфщается не ровно по серединЪ 
большей, а немного повыше. 

Если бы вамъ предложили са- 
мимъ устроить кресть изъ двухъ 
планокъ, то вы, послЪ нЪфеколькихъ пробъ, придали бы ихъ дли- 
‚ намъ опредфленное отношене и расположили бы вполн% опре- 
дЪленнымъ образомъ. Окажется при этомъ, что меньшая пере- 
кладина будетъ дЪлить большую въ крайнемъ и среднемъ отно- 
шени. Другими словами, вы совершенно безсознательно прим?- 
нили здЪсь пропорцио золотого дфленля: отр$зки АМ, МВи АВ 
(см. фиг. 107) будуть удовлетворять пропорции: 


А 


в 
Фиг. 107. 


, АМ: МВ= МВ: АВ. 
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Любопытно однако, что части меньшей перекладины должны 
быть равны, чтобы удовлетворять чувству изящнаго. На этомъ 
прим$р$ очень ясно обнаруживается свойственная намъ склон- 
ность предпочитать симметр!ю въ горизонтальномъ направления 
и золотое дЪфлеше въ вертикальномъ. Не потому ли, что и 
человЪческое тфло построено по этому принципу? 

Воть еще одинъ примФръ той же категори. Въ 60-хъ годахъ 
истекшаго столЪмя члены Рижскаго общества естествоиспыта- 
телей предприняли слфдующее любопытное изелФдоване: они 
собрали нЪфеколько тысячъ визитныхъ карточекъ различныхъ 
лицъ и опредФлили отношене длинъ ихъ неравныхъ сторонъ. 
Изъ многочисленныхъь цифръ вывели ‘среднюю и оказалось, что 
она довольно точно подходить къ «крайнему и среднему отно- 
шеню». Принципъ золотого дфлен!я сказался, слЗдовательно и 
здЪсь. Очевидно, выбирая форму карточки по своему вкусу, мы 
безсознательно руководимся 
этимъ принципомъ. Намъ. 
представляются одинаково 
некрасивыми и квадратная 
и слишкомъ удлиненная 
прямоугольная форма — и 
та и другая грубо нару- 
шаеть пропорщю золотого 
дфлешя. 

То же наблюдается и во многихъ другихъ случаяхъ, гдЪ 
прямоугольная форма предмета не зависить оть притязаний 
практики и можеть свободно подчиняться требовашямъ вкуса. 
Прямоугольная форма книгь, бумажниковъ, фотографическихъ 
карточекъ, рамокъ для картиньъ—болЪе или менфе точно удо- 
влетворяетъ пропорщи золотого дфлешя. Даже таве предметы, 
какъ столы, шкафы, ящики, окна, двери—не составляють 
исключен!я: въ этомъ легко убфдиться, взявъь среднее изъ мно- 
гихъ измЪренйй. ё 

Въ архитектур мы имфемъ дфло уже съ болфе или менЪе 
созналельнымъ примфненемъ того же принципа. Для примЪра 
разсмотримъ одно изъ знаменитфйшихъ произведений древне-гре- 


ческой архитектуры — Пареенонъ (фиг. 108). Длина его архитрава, 
16* 














Фиг. 108. Пареенонъ. 
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107 футовъ, высота же всего здашя оть основаня до вер- 
хушки—65 фут. Эти двЪ цифры, ширины и вышины, вполн% 
удовлетворяють пропорщи золотого дфленйя: если взять 0,618 
оть 107, получимъ 65,27 —т. е., пренебрегая дробью, высоту 
здания. Если высоту Пареенона разбить на части по пропорщи 
золотого дЪленя, то окажется, что всЪ получаюцияся при этомъ 
точки обозначены характерными выступами фасада. 

Произведение готической архитектуры также часто удовле- 
творяеть тому же математическому принципу. 

Посл этого отступлешя въ область эстетики, вернемся снова, 
къ нашей основной темф— математика въ природф. 


Законъ листорасположенйя. 


Листья на стеблЪ могуть располагаться двояко: либо къ из- 
вфстному пункту стебля прикрфиляется всего одинъ листь, либо 
сразу нЪсколько. Въ томь и другомъ случаЪ расположеше ихъ 
не случайно и подчиняется опредфленнымъ математическим за- 
конамъ. Мы раземотримъ здЪфсь только первый случай, боле 
общий и интересный. 

Если вы внимательно разсмотрите вЪточку съ одиноко сидя- 
щими листьями, то замфтите, что основания черешковъ раепо- 
лагаются по винтовой лин: каждый слфдующй листь при- 
кр$пляется повыше и въ сторону оть предыдущаго. Это выступить 
отчетливЪе, если соединить послФдовательно основанйя листьевъ 
ниткой— она будетъ обвиваться вокругь стебля въ формЪ пра- 
вильной винтовой или спиральной лини. 

ОлЪдя за расположентемъ листьевь на этой спирали '), мы 
непремЪнно наткнемся на таке листья, которые сидять одинъ 
надъ другимъ,—по образующей цилиндрической поверхности 
стебля. Часть спирали, заключающаяся между двумя такими 
листьями, называется въ ботаник уикломз; въ предфлахь одного 
цикла спираль можеть нЪеколько разъ огибать стебель, въ зави- 
симости отъ ея крутизны. 


т) Строго говоря, терминъ «винтовая лин!я>» здЪеь умфетн$е, нежели «спи- 
раль», но въ ботаникЪ установилось употреблен!е второго термина, котораго 
мы и держимея. } 
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Въ ботаник® листорасположене характеризуютъ числомъ 0бо- 
ротовъ спирали и числомъ листьевь—въ предфлахъ одного цикла. 
Для краткости и удобства обозначаютъ листорасположенте въ 
видЪ дроби: въ числителЪ пишуть число оборотовъ одного цикла 
спирали, а въ знаменателЪ число листьевъ въ этомъ циклЪ. Такъ, 


дробь 3 Показываеть, что одинъ циклъ спирали трижды обходить 


кругомъ стебля, и что въ этомъ циклф 8 листьевъ. Легко понять, 
что та же самая дробь выражаетъ и уголь расхожденя двухъ 


сосфднихъ листьевъ—въ данномъ случаЪ 3 окружности, т. е. 
т 3 5 
1359. Отсюда слфдуеть также, что дроби з И в выражают, 


въ сущности, одно и то-же листорасположене, ибо уголъ въ 8 


5 
окружности дополняеть до 3607 уголъ въ з окружности. Различ- 


ныя цифры получаются въ зависимости отъ того, что въ одномъ. 
‘лучаЪ спираль вели, напр., справа налЪФво, въ другомъ—слЪва 
направо. 

Каждый видъ растенй имЪфеть свое листорасположене, или, 
вЪрнЪе,—свой уголь расхожденйя листьевъ, который выдержи- 
вается съ большой или меньшей строгостью во всфхъ его частяхъ 
и распространяется не только на листья, но и на расположение 
вЪтокъ, почекъ, цвфтовъ, чешуекъ внутри почекъ. Но этотъ 
уголъ, варьируя отъ растеня къ растеню, однако непроизво- 
ленъ: во всемъ растительномъ мфЪ наблюдается сравнительно 
небольшое число типовъ листорасположеня, выражающихся не- 
многими дробями. Вотъ табличка наиболЪе распространенныхъ 
листорасположений: 

О О И, ` 
Е В ов аванс 

Ботаники давно замфтили, что рядъ этотъ отличается одной 
любопытной и довольно неожиданной особенностью, а именно, 
что каждая изъ этихъ дробей (начиная съ третьей) получается 
изъ двухъ предыдущихъ черезь сложенме ихъ числителей и 
знаменателей. 
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Такъ 
$) 


2 141 8 345 = 
Бо ОЕ 





Поэтому достаточно запомнить только дв первыя дроби, 
чтобы удержать въ памяти всю табличку. 

Однако, въ чемъ разгадка этого страннаго свойства дробей 
листорасположения? Этимъ мы сейчасъ и займемся. Прежде 


р ав 
всего замфнимъ въ табличк® дроби 5 вит. д. равнозначу- 


5 


85 

щими имъ дробями 5 вит. д—мы вфдь знаемъ уже, что 
такая замфна вполнф допустима, ибо эти дроби выражають одно 
и то же листорасположенте. Получимъ рядъ 

9:70:09. 


гдЪ числители и знаменатели послФдовательныхъ дробей даютъ 
уже извЪстный намъ рядъ Фибоначчи (см. стр. 165). Разгадка 
раскрывается довольно просто и находится въ тфенЪйшей связи 
опять таки съ принципомъ золотого дфлешя. 

Въ самомъ дфлЪ, не трудно убфдиться, что дроби только 
что приведеннаго ряда суть простЪйпия приближен!я величины 


и5 —1 : з 
о , найденныя путемъ разложентя ея въ оезконечную не- 





прерывную дробь: 


бека 
2 Г 


Заинтересовавшее насъ выше правило составлешя ряда 
(черезь сложение числителей и знаменателей) есть просто слЪд- 
сте закона составлешя подходящихъ дробей при знаменателЪ, 
равномъ единиц: 





ОЕ И ВЕ ЕЕ 
Е Зов 28 03 
Е ГИ Е 





Итакъ, къ чему же мы пришли? Въ правилу, что листья 
на стебль стремятся расположиться такимь образом, 
чтобы раздълить окружность стебля вх крайнемз и средниеме 
отношени,—избирая притомь простьъйшая приближетя 
этой пропорийи. 

Простъйиия,— ибо въ теорш непрерывныхъ дробей дока- 
зывается, что подходящия дроби, при данной степени приближе- 
ня, отличаются наименьшими числителемъ и знаменателемъ: не 
существуеть никакой иной дроби, которая, имЪя меньше члены, 
нежели взятая подходящая, выражали бы искомую величину 
точиЪе. 


Замфчательная связь, существующая между листорасположе- 
немъ и пропорщей золотого дфлешя, была открыта болЪе 60-ти 
лфть тому назадъ уже упомянутымъ выше Цейзингомъ и опу- 
бликована въ его трудЪ «Эстетическя изыскан!я» (Аезтейзсве 
Еогспипоеп. Егалейи“ а. М. 1855). Но это открыме почему-то 
забыто и притомъ такъ основательно, что когда пишупий эти 
строки, въ свои студенческе годы, самостоятельно подм®тилъ 
эту законосообразность и обратился за разъяснемемь къ про- 
фессору — выдающемуся авторитету въ ботанической наукЪ, 
то спещалисть откровенно сознался, что ему ничего неизвЪетно 
0 связи листорасположеня съ золотымъ дЪлешемъ... 

Труды Цейзинга (откуда заимствованы нЪкоторые изъ при- 
лагаемыхъ рисунковъ) стали теперь р%дкостью. На русскомъ 
языкЪ въ 1875 г. была издана анонимная брошюра < Золотое дЪле- 
не, какъ основной морфологичесый законъ въ природ% и искус- 
ствЪ» (Москва). Но и ее можно достать толькоу букинистовъ. Эна- 
менитый художникь и ученый Леонардо-да-Винчи хорошо пони- 
малъ и цфниль эстетическое значение золотого сЪченя; подъ его 
вмянемъ и при его сотрудничествз было написано въ 1609 
году сочинеше Луки Пачюло «Божественное дЪлене» (Глуша 
ргорог@о), гдф эта тема трактуется съ большой обстоятельностью. 
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Математическ!й инстинктъ пчелъ. 


Задолго, быть можеть, до появлешя человЪка на земномъ 
шарЪ, ичелы разрЪшили задачу, представляющую не малыя 
геометрическая трудности. Хотя она разрфшается средствами 
элемемтарной математики, но не думаемъ, чтобы ученики вы- 
пускного класса были довольны, если бъ имъ на экземенЪ пред- 
ложили эту «пчелиную задачу». 

Архитектура соть съ ихъ шестигранными ячейками извЪстна, 
всякому. Однако далеко не веЪ знаютъ, съ какимъ поистинЪ 
поразительнымъ расчетомъ онф сооружаются. Стремясь возможно 
экономнфе использовать мЪсто въ тЪеномъ ульф и возможно 
меньше затратить драгоц$ннаго воска, пчелы показали себя не 
только трудолюбивыми архитекторами, но и отм$нными мате- 
матиками. 

Остановимся прежде всего на шестиугольной формЪ ячеекъ 
и разберемъ, почему пчелы отдали предпочтене этому много- 
угольнику. Передъ ними стояла задача--заполнить данную пло- 
скость правильными многоугольниками сплошь 0езз просвт- 
товё,—ибо улей тЪсенъ и надо использовать каждое мЪстечко. 
Какте многоугольники годятся для этой цфли? Воть первый во- 
просъ, и мы займемся его разсмотрЪнемъ, 


Сумма угловъ всякаго многоугольника = 24 (й — 2), слЪд. 
каждый уголъ правильнаго многоугольника о # сторонахъ — 


к. > «сли таже многоугольники с79.л401 заполняютъ 


какую-либо плоскость, то вокругь каждой вершины ихъ должно 
быть расположено цЪлое число такихъ угловъ. Другими словами, 
правильный многоугольникъ только тогда годится для сплошного 
заполненя плоскости, когда уголъ его, повторенный й разъ, 
составить 44. Поэтому мы можемьъ составить слФд. уравнеше: 


.24(®—2) _ 
78 Не 


К 44. 


Сокративъ на 4 и сдфлавъ упрощеня, получимъ: 
в — 2 —21:=0.... а. (1) 
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гдЪ и — число угловъ (или сторонъ) многоугольника, а —число 
многоугольниковъ, имфющихь общую вершину. Сл$д., пи й 
должны быть числа цфлыя и положительныя. Намъ остается 
найти всЪ цфлыя и положительныя ршеня этого неопредфлен- 
наго уравненя 2-й степени. 

Для этого придется сдЪлать рядъ преобразований. Опред?- 
ливъ # изъ уравневя (1), имЪемъ: 


о ОУ 4 
Е ат о 





98: = 





Разсматривая равенство 
4. 
п—= а) 
2 


мы видимъ, что ® будетъ цфлымъ числомъ лишь тогда, когда 





частное а будеть число цфлое; другими словами — когда 


&—2 будеть однимъ изъ дЪлителей числа 4. Такихъ дфлителей 
немного, и ихъ легко найти всЪ: 4, 2 и 1. Дальнфйпий ходъ 
р®шеня ясенъ. 














90—49 |1 
4 
= 2 
= 112 |4 
4 
[8 || 
ых у 
Я 4 13 


Итакъ, только три р»шения удовлетворяють нашимъ усло- 
вямъ и, слфдовательно, только три правильныхъ многоуголь- 
ника могутъ заполнить плоскость сплошь, безъ просвфтовъ. Это— 
треугольникъ, квадрать и шестиугольникъ. Въ первомъ слу- 
чаЪ къ каждой вершинЪ будутъ сходиться 6 многоугольниковъ, 
во второмъ—4, въ третьемъ— 3. 


Какому же изъ нихъ нйёдо отдать предпочтене? При устрой- 
ствф торцовыхъ мостовыхъ шашкамъ придаютъ шестиугольную 
форму, —но дфлается это просто потому, что тупые углы (1207) 
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менЪфе скалываются, нежели прямые углы квадрата или острые— 
треугольника (замЪтимъ, къ тому же, что дерево колется вдоль 
годичныхъ слоевъ, имфющихь форму концентрическихь кру- 
говъ). Пчеламъ съ этимъ особенно считалься не приходится, 
зало имъ крайне важно экономить воскъ для стфнокъ ячеекъ. 
Значитъ, надо опредфлить, какой изъ этихъ многоугольниковъ, 
при равныхъ площадяхъ, имфетъ наименьший контуръ. Это вто- 
рой математическй вопросъ, также правильно разрфшенный 
ичелами, ибо изъ трехъ упомянутыхъ фигуръ шестиугольникъ 
какъ разъ имфеть наименьший контуръ. 

Въ самомъ дЪфлЪ. Вообразимъ ‘правильные треугольникъ, 
квадрать и шестиугольникъ, имфюпие одну и ту же площадь 5, 
и сравнимъ ихъ периметры. 

Для А-ка изъ равенства, 





2 1: 
В 
= 
4 
находимъ сначала сторону а; а затЪмъ и периметрь Р, = 34 
5 
реа 
то о 
1 й 3 


Для квадрата имфемъ, что сторона его 6 = И 5, а слФдов. 
периметру 
Р;›=4у &% 


Для правильнаго шестиугольника со стороной с имемъ: 


откуда периметръ 





Отношение: 


ИЯ р Ви. 1 
Г, : ау :У ВВ: 


—=1: 0,905 : 0,816, 


откуда ясно, что периметръ шестиугольника (Р.) наименьший. 
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Но и это еще не вс математичесве вопросы, разр шенные 
пчелами. Самую трудную задачу намъ еще предстоитъь раз- 
смотрЪть. Она-то собственно и есть та «задача о пчелиныхъ 
ячейкахъ», которою занимались ученые ХУПТ взка. Полное 
рфшене ея принадлежить. извЪстному математику Маклореню, 
который занялся ею по совфту натуралиста Реомюра. Ниже мы 
помфщаемъ задачу и ея рВшене въ томъ вид, какъ они при- 
ведены въ курсЪ алгебры Н. Н. Маракуева. 


Задача, 69-я. 
0 пчелиныхъ ячейкахъ. 


На продолженм оси ОО’ правильной шестиуголь- 
ной призмы возьмемъ точку 5. Черезъ эту точку и черезъ 
каждую изъ сторонъ равносторонняго треугольника 
АСЕ, полученнаго соединешемъ 
чрезъ одну изъ вершинъ верхняго 
основан я призмы, проведемъ ‘три 
плоскости, по которымъ отрЬжемъ 
отъ призмы три тетраэдра ВАСК, 
ОСЕН и ЕЕАЁ и замфнимъ ихъ 
однимъ ‘тетраэдромь ХАСЕ, по- 
ставленнымъ надъ призмой. Но- 
вый многогранникъ будетъ ограни- 
ченъ сверху тремя ромбами 5АКС, 
©СЕН, 5ЕА1; объемъ его всегда 
равенъ объему взятой призмы, гдЪ. 
бы ни взять точку 5 на оси, ибо 
пирамида АСЕ составлена изъ 
трехъ пирамидъ бОЛС, ЗОСЕ и 
КОЕА, соотвЪфтственно равныхъ 
тремъ отрфзаннымь пирамидамъ.. 
Такъ, пирамида ЗОАС=пир. КАВС, ибо онЪ имЪютъ 
равныя основаня (ЛОАС—= АВС, какъ половины 





Фиг. 109. 
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ромба АВСО) и равныя высоты МОи КВ (по равенству 
прямоугольныхъ треугольниковь ОГ и КВ\). 

ИмЪБя равные объемы, многогранники имфютъ, од- 
нако, различныя поверхности, и задача состоит в 
опредьлени точки 5 такъ, чтобы поверхность новало де- 
сятилранника имъла наименьшую величину. 


Ръшен1е задачи. 


Путь АВ=а. ВВ — ОО, `В ВО=а в № 
комъ случаЪ: АС==аИЗ; 51 = 50?- ОТ = и --— = 
1 В . а а 
=5И 42-Е @?;слбд. 9К — Иа: 
площадь ромба ЗАКС, равная полупроизведеню д1агоналей 
ОИ 5 
АС и 5К, выразится формулою 5 аУ За? 1242; площадь тра- 


Е - 1 
пеци СКВ’С’— формулою оа (26 — +). СлЪдоват., поверхность 


многогранника, ‘не считая основания, выражается формулою 


- аУ За? 1222 За (2% — 1), 


ИЛИ 


за [ИЗ 1242 -|-25 —#|. 


Постоянный множитель За не вмяеть на условя тах. и 
шт., и цотому вопросъ приводится къ опредфленю штитиат’а 
скобочнаго выражения. Положивъ 





1 Е, `жет чу с о Я 
эИ 34? {+ 1222-26 —х=т 


п освободивъ это уравнеше оть радикала, найдемъ 


8 — 8(т — 26) 2-- 3а* —4 (т — 25} =0, 





откуда 





„—2(т— 25 =И6[2 (т — 25)? — а?]| 
г 4 
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Чтобы х было дЪйствительно, необходимо, чтобы 


у р а а 
2 (т — 25)? — 4? =0, или (т — 26) = ==- или т— НИ 


7“ 


.. а 
Осюда шшит. (7)— 26-1 ——. Помножимъ на За, найдемъ 
ЕР И? 2 
что искомая минимальная поверхность равна 
за? 


и?’ 


1 — 
а соотвЪтстующая величина 2 — 4 ау? . 


бар --——= 


Формула 5 показываетъ, что разность двухъ смежныхъ 6о- 
ковыхъ реберь должна быть равна четверти длагонали квад- 
рата, построеннаго на сторонф шестиугольника, служащаго осно- 
вантемъ призмы. 


Е . 34 Из 
Поверхность призмы, не считая основания, былабы я 


слЪд. поверхность многогранника м инимальной поверхности меньше 


Г: 


нао а (Из —И?2) поверхности шестиугольной призмы, имЪю- 


щей то же основане и тоть же объемъ. 
Легко видфть, что для треугольника КВТ имфеть мЪсто 
пропорция 
ВК: ВТ: 1К=1:ИЭ:ИЗ, 


откуда (при помощи тригонометрии) найдемъ, что уголъ ВК = 
—=365510/62". 

Остается прибавить, что ячейки пчель суть именно таке 
десятигранники съ наименьшей поверхностью, т. е. шестигран- 
ныя призмы, ограниченныя съ одной стороны шестиугольникомъ 
(входъ въ ячейку), съ другой тремя ромбами подъ указаннымъ 
угломъ (дно). Два слоя ячеекъ вилотную входять другъ въ друга 
острыми выступами своихъ доньевь и обращены открытыми 
шестиугольниками въ противоположныя стороны. Каждая пара 
такихъ слоевъ и составляеть сотъ. 
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Столь совершенная архитектура пчелиныхь сотъ, съ мате- 
матическимъ расчетомь и экономей использующая помфщене 
улья и строительный матерталъ (воскъ), уже давно приводить 
въ изумлене наблюдателей. Еще Паппусъ, математикъь ТУ вЪка 
но Р. Хр., обратиль внимаше на строго геометрическую форму 
ячеекъ. Дарвинъ пытался объяснить возникновене этого слож- 
наго инстинкта пчелъ своей теорй естественнаго отбора, а именно, 
онъ допускаетъ, что предки нашихъ пчелъь сооружали ячейки 
цилиндрической формы, и что эти цилиндры, тЪеня другъ друга, 
постепенно превратились въ шестигранники. Однако его теоря 
далеко не объясняетъ всЪхъ особенностей структуры сотъ (напр. 
того, что ячейки при данномъ объемЪ имЗютъ наименьшую по- 
верхность). НЪть сомнфшя, что мы стоимъ здфсь предъ одной 
изъ глубочайшихъ загадокъ природы. 


Мукъ геометръ. 


Если пчелы разрЪшили задачу изъ курса элементарной ма- 
тематики, то небольшой жучокъ семейства слониковъ разрЪ- 
шилъ еще болфе трудную задачу— изъ курса высшей математики. 
Зоологическое назване этого жука-мате- 
матика ВрупсЩез Ъейиае, а народное — 
березовый слоник. Этоть маленьюй (4 ми- 
лиметра), черный, блестяпий жучокъ съ 
Фиг. 110. Жилье ПАИННЫИЪ хоботкомъь имфеть привычку 
метрь въ увеличенномь  СВ@ртывать въ трубки листья березы, ольхи, 
видЪ. Черточка внизу бука, чтобы положить въ нихъ свои яички. 
даетъ понят о его на- Большого удовольствя садоводамъ и лЪсо- 
ин водамъ березовый слоникъ, конечно, не ` 
доставляетъ, но зато онъ способенъ привести въ восхищене 
математика, если послЪднИйй обратить вниман!е на способъ, какимъ 
жучокъ свертываетъ листья. Въ общихъ чертахь эта манера 
такова. Предварительно слоникъ прогрызаеть близъ основашя 
листа двЪ кривыя лини, которыя идуть отъ средней жилки къ 
краямъ (см. фиг. 111, цифра 3). ПослЪ этого онъ свертываеть 
въ трубку сначала одну половину листа, а затЪмъ обвертываеть 
эту трубку другой половиной. Получается нЪчто въ род% сигары, 
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которая и остается висЪфть на черешкЪ (фиг. 111, цифры 4 и 5), 
укрывая положенныя внутри ея яйца. Все это длится около 
получаса. 

Математическй инстинкть березоваго слоника проявляется 
въ выборЪ формы кривого прор$за, который онъ дфлаетъ на пла- 





Фиг. 111. Жукз-юеометрь. 1 и 2— Березовый слоникъ. 3—листъ, на которомъ 
показаны форма и положеше прорЪзовъ. 4 и 5—свернутые листья. 6—личинка. 


7—слоникъ въ увеличенномъ видЪ. 
‘ 


стинк® листа. Эта кривая выбирается далеко не случайно и 
находится въ нЪкоторой, довольно сложной, — однако вполвЪ 
опред$ленной— связи съ формой самаго края листа. Вы можете 
убфдиться въ этомъ на опытф. Вырфжьте изъ бумаги фигуру 
листа (фиг. 112) и попробуйте свертывать ея половины въ 
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трубку, какъ это дфлаеть слоникъ, прорЪзавь предварительно ' 
листь у его основантя. Окажется, что если прорЪзъ сдфланъ по 
прямой 04 или по дугамъ оба и оева, 
свертыване удается далеко не такъ 
легко и удобно, какъ въ томъ случаЪ, 
когда надрфзу придана форма 6-образ- 
ной лини 0са или 0е4. Для полнаго 
же успфха дфла важно, чтобы эта, 5-06- 
разная кривая имфла вполнЪ опред$лен- 
ную форму и занимала опредФленное 
положене по отношеню къ краю ли- 
ста. Въ терминахь такъ называемой 
Фиг. 112. высшей митематики эта взаимная связь 
можетъ быть выражена такъ: линйя про- 
р№за должна быть «эволютой» краевой лини листа; или, что 
то же самое, краевая линйя листа должна быть «эвольвентой» 
лини прорЪза. 





Эволюта и эвольвента. 


Ностараемся объяснить кратко и наглядно, что такое «эво- 
люта» и «эвольвента». Обратите внимане на фигуру 118. 
ЗдЪеь изображены двЪ кривыя— окружность О и кривая АВСБЕ. 
Зависимость между ними 


та, что каждая касатель- 2 

ная къ кривой 0) перпен- ь 

дикулярна къ кривой | 
АВСЬЕ. Если двз кри- 

выя находятся между со- 

бой въ такой зависимо- о 

сти, то ту, которая пер- 

пендикулярна къ каса- 


тельнымъ первой кривой, Е 
называють эвольвентой ФЕ 
или развертывающей, а 
первую — эволютой или разверткой. Въ нашемъ примЪрЪ кругь 
О будеть эволютой, а кривая АВСРЕ—эвольвентой. 

Если вы желаете по данной эволютЪ построить ея эволь- 
венту, то можете поступить слёдующимъ образомъ. Начертите 
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эту эволюту на толстомъ картон или деревЪ и вырЪжьте ее 
по краю. Положите вашу картонную эволюту на листь бумаги, 
закрЪпите нить Аа въ точкЪ а (см. фиг. 113); на другомъ же 
конц нити сдфлайте петельку и вставьте въ нее карандаш. 


Теперь наматывате нить на эво- 
люту, слФдя за тЪмъ, чтобы нить все 
время оставалась натянутой. Тогда 
конець А начертить вамъ эволь- 
венту взятой кривой. Это строго до- 
казывается въ курсахъ аналитической 
геометрии. 

Вы могли поступить и иначе — 
а именно, предварительно обмотать 
нить кругомъ эволюты и, держа въ 
натянутомъ видф, разматывать ее. 
Въ этомъ случаЪ вы получите ту же 
самую эвольвенту, что и ранЪе. 

Отсюда слЪдуеть, между прочимъ, 
что касательныя эволюты (онЪ же и 
радтусы кривизны эвольвенты) равны 
длин той части эволюты, съ которой 
он\ смотались. Другими словами: если 
мы начали сматывать съ точки 5 
(фиг. 113), то длина прямой еЁ равна 
длин дуги ех, а) =аех, С = 
— 6425 и т. д. 

Обратно, если по данной эволь- 
вентЪ надобно начертить ея эволюту, 











Фиг. 114. 


то проводятъ къ эвольвент$ рядъ нормалей (перпендикулярныхъ 
лин), которыя, пересЪкаясь одна съ другой, образуютъ нЪко- 
торую ломаную лин. Вписавъ въ эту ломаную линпо кривую, 
касательную къ ея элементамъ, вы получите искомую эволюту. 


ВЪ ЦАРОТВЪ ОМЕКАЛКИ. 
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Задача 70-я. 


Построенше жука-геометра. 


Воть такого-то рода задачу— постройки эволюты по данной 
эвольвентв—и рЪфшаетъ березовый слоникъ. На той половинЪ 
листа, которая потомъ послужить внутренней трубкой, онъ вы- 
грызаеть эволюту краевой лини листа. Если для лини надрЪза 
АфсЧедИт (см. фиг. 114) построить ея эвольвенту, то эта 
послфдняя будеть имфль форму кривой АВСРЕСТИА1му, 
весьма близко подходящую къ краевой лини листа. 

ПрорЪзъ другой половины листа, которая облекаеть пер- 
вую, не отличается такой математической правильностью. Этого 
и нельзя ожидать, такъ какъ вторая половина не свертывается 
свободно, какь первая, а навивается на первую. | 

На жукЪ-геометрЪ мы и закончимъь нашу бесЪду о «мале- 
матик$ въ природ». 








«Новыя начала геометри», 


Знаменитый мемуарь Лобачевскаю въ краткомь изложени Н. П. Соколова. 
а} й 


Тому, кто желаеть ознакомиться съ работами Лобачевскаго 
лучше всего начинать съ изученя его сочиненя «Новыя на- 
чала геометри». Вотъ почему, желая ознакомить читателя съ 
характеромъ изслЪдован!й нашего великаго геометра, мы и даемъ 
ниже разборь содержанйя этого сочиненя. Если читатель, въ 
силу малой подготовки, не осилить сразу всей это главы, то 
досталочно внимательно прочесть на первый разъ первую ея 
половину, —-особенно начала новой теори параллельныхъ —до 
введени въ изложене тригонометрическихъ и гиперболическихъ 
функщй. Это не составить особаго труда. 


Разсматриваемое сочинене Лобачевскаго состоить изъ введе- 
шя и тринадцати главъ. | 

Во введени, которое „Лобачевсый начинаеть «разборомъ 
прежнихь теор», онъ указываеть недостатки главнфйшихъ 
изъ извЪестныхъ ему доказательствь одиннадцатой аксюмы Ев- 
клида и старается выяснить ихъ причины. Вопреки МнЪню 
Лежандра, онъ находить, что эти причины коренятся вовсе не 
въ недостаточно точномъ опредФлен1и прямой и даже «нисколько 
не зависять отъ тфхъ недостатковъ, которые скрывались въ 
первыхь понямяхъ». ТФмъ не менфе эти недостатки весьма 


важны сами по себЪ, и, кь чести Лобачевскаго надо сказать, 
18 
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онъ одинъ изъ первыхъ обратиль внимане на эти недостатки, 
замЪтивъ, что эти первыя понят!я: «пространство, протяжене, 
мЪето, тфло, поверхность, ’линйя, точка, направлене, уголь — 
лова, которыми начинаютъь Геометр!ю, но съ которыми никогда 
не соединяють яснаго понят!я». 

Онъ первый сдЪфлаль попытку устранить эти недостатки, 
перестроивъ сызнова начала Геометри,— начала, къ которымъ 
со времени Евклида не см$ль прикасаться ни одинъ смертный. 
Только блестяний успфхъь первыхъ изслФдованй, правда, не 
признанныхъ и даже осмфянныхъ современниками, могь внушить 
такую смфлую, скажемъ, даже дерзкую мысль. 

` Уже доказанная предыдущими изслФдованями необходи- 
мость опыта для доказательства одиннадцатой аксюмы Евклида 
приводить „Лобачевскаго къ заключеню, нынз уже, можно 
сказать, ходячему, что «первыми данными будуть всегда тЪ 
понятя, которыя мы прюбр5таемъь въ природЪ посредствомъ 
нашихъ чувствъ» и что темноту въ основныхъ понямяхъ Гео- 
метри производить именно «отвлеченность, которая въ прим?- 
нени къ дЪйствительнымь измфренямъ дФфлается лишней, а 
слфдовательно въ самую теор введена напрасно». Мномя 
опредфленшя онъ считаеть недостаточными уже и потому, что 
эти опредфлен!я «не только не указывають на происхождене 
геометрической величины, которую хотять опредЪлить, но даже 
не доказываютъ, что тамя величины существовать могуть». 
Посему онъ «вмЪсто того, чтобы начинать Геометрию прямой 
лишею и плоскостью, какъ это дЪлается обыкновенно, пред- 
почель начать сферой и кругомъ, которыхъ опредфлеше не 
подлежить упреку въ неполнотЪ, потому что въ этихь опред?- 
лешяхъ заключается способъ, какимь образомъ эти величины 
происходять». 

Плоскость онъ послф этого опредЪляеть, какъ геометриче- 
ское мЪето круговъ пересЪчентя равныхъ сферъ, описанныхъ 
около двухъ неподвижныхъ точекъ— полюсовъ. Изъ этого опре- 
дфЪленя онъ выводить уже всЪ основныя свойства плоскости. 
СоотвЪтетвенно этому, прямая опредЪляется, какъ геометриче- 
ское мЪсто точекъ пересзченля равныхъ круговъ, описанных 
около двухъ данныхъ точекъ на плоскости, хотя это опред?- 
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ленте выражено у Лобачевскаго недостаточно ясно и начинается 
собственно такимъ опредфлешемъ: «Прямой называется та лия, 
которая между двухъ точекъ покрываетъь сама себя во веЪхъ 
положеняхъ», а затЪмъ уже выводятся всЪ остальныя свойства 
прямой и устанавливаются ея отношевя къ кругу и плоскости. 
Этимъ опредфленямь основныхъ элементовъ геометрии и устано- 

лен1ю ихъ основныхъ соотношенй посвящены 06% первыя главы 
сочиневя. 

'Гретья глава посвящена изучению мЪровыхъ соотношенй 
отрЪзковъ и угловъ. ЭдЪфсь, кажется, въ первый разъ дается 
поняте объ углЪ, какъ числф отвлеченномъ, показывающемъ 
только отношене двухъ дугъ одного круга, изъ которыхъ одна 
принята за единицу мЪФры; опредЗлене, которое надо, мнЪ 
кажется, считать единственно правильнымъ, но которое, къ со- 
жалЪнтю, во вефхь нашихъ учебникахъ замфняется болфе или 
менфе неудачными альтернативами опредфлеюй Евклида или 
Бертрана изъ Женевы. Вотъ подлинное опредфлеше Лобачев- 
скаго. 

«Величина душ или части сферы, выраженная, вз 'раду- 
сахз и доляжз зрадуса, даже вообще по сравненйю сё тльмь 
же круюмз или сё тою же сферой, называется улоль, кото- 


А. Е 1 1 
рый бывать прямой, козда равенз от, острый, ко1да < от, 


1 
тупой, кода > т и < т>. 
—ы 


Это опредФлене дополняется еще двумя теоремами: 40. Ли- 
нейный уголь не зависить отъ величины полупоперечника въ 
круг$, но служить только къ опредфлению взаимнаго положеня 
двухъ прямыхъ; и 42. Плоскостной уголь не зависить отъ 
полупоперечника сферы, ни отъ мЪета для центра на лини 
пересЪченйя двухъ плоскостей. 

Опредфливъ такимъ образомъ уголь и указавъь вмфстЪ съ 
тфмъ способъ его измфреня, Лобачевсый переходитъ въ слду- 
ющей четвертой главз— къ изучентю взаимнаго положення пря- 
мыхъ на плоскости, плоскостей и прямыхъ въ пространствЪ, 
при чемъ находить основныя зависимости между сторонами и 
углами треугольниковь какъ плоскихъ, такъ и сферическихъ. 
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Пятая глава, посвященная измфрентю тфлесныхъ угловъ, пред- 
ставляеть весьма изящное изложене основныхъ теоремъ сфе- 
рической Геометрия съ приложенемъ ея къ теори правильныхъ 
тфлъ. Глава шестая разсматриваетъ условля равенства треуголь- 
ников и зависимость свойствъ треугольника оть гипотезы о 
сумм его угловъ. Наконець въ главахъ УП, УП, Х и отчасти 
ХТ Лобачевемй излагаеть свою новую теоршо параллельныхъ 
лин й, не зависящую отъ справедливости одиннадцатой акс1омы 
Евклида. Главы 1Х, ХП и ХШ посвящены изложению тригоно- 
метр!и какъ плоской, такъ и сферической, и для насъ особаго 
значення уже не имфютъ; поэтому, не останавливаясь на нихъ, 
ограничимся только изложешемъ новой теори параллельныхъ. 
При этомъ, простоты ради, позволимъ себф отступать иногда 
оть подлиннаго изложеня, пользуясь трудами другихъ геоме- 
тровъ, какъ предшествовавшихъ, такъ и слфдовавшихъ за Лоба- 
чевскимъ. 

Начнемъ съ доказательства трехъ послфднихъ теоремъ главы 
шестой. 


‘Сумма угловъ прямолинейнаго треугольника АВС 
не можетъ быть больше двухъ прямыхъ. 


Пусть эта сумма та, тдЪ а какъ угодно малый уголъ, 

и пусть А наименьший уголь ^ АБС (фиг. 115). Черезъ сере- 
в дину М. стороны ВО 

ы проведемь — прямую 

м АМ и на продолжения 

ея отложимъ отр?Ъзокъ 

А т МХИ= АМ. Тогда. Л 
АМВ= ММС, ибо 
имфютъ равные верти- 
кальные при вершин% М углы, заключенные между равными по 
построеню сторонами. Значитъ, сумма угловъ треугольника АМО 
должна быть равна сумм угловъ Д-ка АВС, т. е. равна 


_ Фиг. 115. 


1 
п-- я, при чемъ хотя одинъ изъ угловь его будеть < 5А. 
о = 


Продолжая подобное построеве, мы придемъ наконецъ къ такому 
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А 
треугольнику, одинъ изъ угловъ котораго будетъ а я, что 


невозможно, ибо сумма двухъ угловъ треугольника всегда < т. 

Итакъ, сумма угловъ треугольника можеть быть 
только или равна, или меньше т. Если она будетъ 
равна л хотя въ одномъ треугольник$, то она будетъ 
равна т и во всякомъ треугольникФЪ. 


ЕЕ 
ы 


Фиг. 116; 


р 


7АУ 


Чтобы убфдиться въ этомъ, построимъ на сторон ВС такого 
треугольника АВС равный ему Л А'ВС (фиг. 116). Сумма 
угловъ полученнаго параллелограмма будеть 2т. Ясно, что изъ 
такихъ параллелограммовъ можно построить параллелограммъ, 
стороны котораго какъ угодно велики, а сумма угловъ Эм. 
Такой параллелограммъ въ свою очередь можетъ быть длатональю 
раздЪленъ на два равныхъ треугольника, сумма угловь въ 
каждомъ изъ которыхъ будетъ с, а одинъ изъ угловъ равенъ 
углу А даннаго треугольника. Пусть КОЕ одинъ изъ такихъ 
треугольниковъ, достаточно большой для того, чтобы какой-либо 
произвольно взятый треугольникъ М№М могь помЪетиться 


264 


внутри его. Помфстимъ его такъ, чтобы № и 1, лежали на ЁРЛ, 
а М гдЪ-либо внутри КОРЕ. Прямая РМ, пересЪкая РЕ въ 
точкв А, раздЪлить РОЕ на два треугольника ЮВ и КВЕ. 
Согласно опредфлентю смежныхъ угловъ, сумма ихъ равна 34, 
т.е. ДАР-- КЕЕ= т. Слфдовательно, сумма угловъ этихъ 
двухъ треугольниковъ, очевидно, равная суммф угловь Л-ка 
ПЕК, сложенной съ суммой двухъ названныхъь смежныхъ 
угловь при точкЪ В, будеть равна т. Но, согласно доказан- 
ному выше, — сумма угловъ треугольника не можеть быть больше т, 
значить, необходимо сумма угловъ каждаго изъ треугольниковъ 
ОЕЕ и КЕЕ должна быть равна т. То же будеть и для пря- 
мыхъ 1)М, М1, и ММ. Посему сумма угловь А ХЁМ также 
равна, м. 


Если сумма угловъ треугольника меньше т, то 
дву неравныхь треуюльниковь, имъющихь данные уилы, быть 
не можетв. 


В” 





Фиг. 117. 


Пусть АВС и А'В'О'—два треугольника (фиг. 117), такъ 
ч0 А=А' В=В' и С=0' АС> 4!С'. Наложимъь А’'В!С! 
на АБС такъ, чтобы углы А и А' совмфстились; пусть при 
этомъ точка С’ упадеть на точку 1); точка Б' можеть упасть 
либо въ точку Е на сторон АВ, либо въ точку № на ея про- 
долженш. Въ первомъ случаф сумма угловъ четыреугольника 
ВСЕ будеть равна 2л,—а именно: сумма смежныхъ угловъ 
Д.АЕр- С ВЕр=т. Но ушльъ АЕ,=о ВБ, поэтому 
ДЕ В-- [ВЕР=т.. То, же, очевидно, имфеть мЪето и для 
остальной пары угловъ, такъ что С О-- С СЁ = т. Четыре- 
угольникъ ВОРЕ, сумма угловъ котораго равна 2т, любой изъ 
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длагоналей дфлится на 2 треугольника, въ каждомъ изъ кото- 
рыхъ сумма угловъ должна быть равна т, что, соглаено выше- 
доказанному, невозможно. Во второмъ случаз прямыя ВО и 
РЕ, пересЪкаясь, образують два треугольника ОСН и ЕВН, 
въ каждомъ изъ которымъ сумма двухъ угловъ п, а слфдова- 
тельно сумма всЪхъ четырехъ угловъ больше т, что невозможно. 
Итакъ необходимо А'В’ —= АВ, а потому и А'В'С' = АВС. 


Разсмотрфнныя предложеня дають возможность уже вполнЪ 
строго изложить новую теорю параллельныхь Лобачевскаго, 
изложене коей начнемъ со слфдующаго предложеня. 

Чрезъ любую данную точку можно провести пря- 
мую, составляющую съ данной .прямой какой угодно 
малый уголъ. 


А. Н 


В с 
Фиг. 118. 


Пусть прямая АС, проходящая чрезъ данную точку А 
(фиг. 118), составляеть съ данной прямой БО уголь 9; отло- 
жимъ 07С= АС; въ обфихъ гипотезахь уголь АОВ будеть не 


> [44 ы 
оольше э. Повторяя то же построенте, можемъ сдфлаль его мень- 


© 
шее — г т. е. меньше всякой данной величины. Посему, если 
р) $ 


сумма угловъ треугольника равна т, то есть только одна прямая, 
проходящая чрезъ данную точку А параллельно ВС (фиг. 118); 
ибо пусть АВ перпендикуляръ къ ВО, и АН перпендикуляръ 
къ АВ, прямая АН не пересЪкаеть ВС. Проведемъь прямую 
АС, составляющую съ ВО уголь Са, уголь НАС будеть 
также, слЪдовательно, < я, и потому какъ угодно малъ вмЪстф 
съ а, такъ что, какъ бы мало мы ни отклонили АН оть ея 


266 


положен!я, она уже будеть пересфкать ВС. Не трудно видЪть, 
что и обратное предложене также имфетъ мЪсто. 

Если сумма угловъ ‘треугольника < т, то прямыхъ, 
не пересфкающихъ данной и проходящихъ чрезъ дан- 
ную точку, можно провести безконечно много. Лоба- 
чевскИй называетъ параллельными данной прямой ВС 
двЪ таюя прямыя 4) и АЕ, которыя отд$ляютъ пря- 
мыя, пересфкаюция ВС отъ непересЪкающихъ. Острый 
уголъ, который эти прямыя составляютъ съ перпен- 
дикуляромъ АВ изъ А на ВС, онъ называетъ угломъ 
параллельности относительно длины АВ, и, если АВ-р, 
обозначаетъ его символомъ П(р). Ту сторону, съ ко- 
торой параллельныя прямыя приближаются другъ къ 
другу, онъ называетъ стороною параллельности. 

ЛвЪ параллельныя прямыя параллельны другъ другу 
во всЪхъ своихъ точкахъ. 


А А р р 





В 
Фиг. 119. 


Пусть АД параллельна БС (фиг. 119); на продолжени АД 
въ сторону параллельности возьмемъ точку А’ и проведемъ пря- 
мую А’К внутри полосы между АД и ВС; прямая АЁ непре- 
мфнно пересфкаеть ВС тдЪф-либо въ точкЪ Н, прямая А’М, 
входящая въ треугольникъ 4.ВН, можеть выйти изъ него, только 
пересЪкая сторону ВС’, посему параллельной къ ВС въ точкЪ А’ 
можеть быть только прямая АТ). То же можно доказать и для 
любой точки прямой АД. 

Прямая ВС также параллельна прямой АР. Для сего до- 
статочно показать, что всякая прямая ВЯ между ВС и АБ 
перес$каеть АД. Опустимь перпендикуляръ изь А на ВА! 
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(фиг. 120), и повернемъ всю полученную фигуру, кромЪ пря- 

мой ВС, около точки А такъ, чтобы этотъ перпендикуляръ АЯ 

совмфстился съ АВ,—прямая ВЯ займеть тогда положеше НЯ 
й > 











-2 
я ГА 
Фиг. 120. 
между АЛ и ВС, прямая АД положене АЙ и будетъ пере- 
сЪкалть НЯ, ибо въ этомъ положени она должна пересЪкать 
прямую ВС. Слфдовательно, и въ начальномъ положени АД 
пересЪкала ВС’, что и требовалось доказать. 


ЛвЪ прямыя, параллельныя третьей, параллельны 
между собою. ь 

Пусть изъ трехъ неперес$кающихся прямыхь АВ парал- 
лельна Сри ЕЁ. Положимъ, что СЮ лежить между АБ и 
ЕЕ, тогда любая прямая ЕЁ', направленная въ сторону СП, 
пересЪчеть АВ, а потому и СО, лежащую ближе ея. На до- 
казательствф этой теоремы для случая, когда АВ лежитъ между 
Ср и ЕЁ, или когда АВ, С, и ЕЁ не лежатъ въ одной 
плоскости, я останавливалься не буду, и перейду прямо къ вы- 
воду важнЪйшихъ слфдетвйй самой теоремы. 

Эта теорема даеть намъ прежде всего возможность судить. 
0 тарактерь функии П(т). Такъ, мы уже можемъ утвер- 
ждать, что эта функщя однозначна и всегда конечна; не трудно 
также показать, что она убываеть съ возрасташемъ перемфн- 
наго 2. ДЪйствительно П(а) = (6) невозможно, ибо иначе 
два перпендикуляра къ одной прямой были бы параллельны, 

п 


И П(®) —5 всегда; въ то же время П(а) > П(6) при а>6. 
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также невозможно, ибо иначе прямая, проходящая чрезъ конецъ 
перпендикуляра @ подъ угломъ Ц(Ь) къ нему, не пересЪкаеть 
уже и прямой, параллельной къ данной въ концЪ перпенди- 
куляра 6; слдовательно, всегда Ш(а)< П(), или а > В. 


Покажемъ еще, что функия П(хф) можеть принимать 


всф значешя отз нуля 90 —. Пусть ВАС (фиг. 121)—данный 


51а 





а а. 3 @ 


Фит. 121. 
уголь. Изъ точки ©, на ‘сторон% АВ опускаемъ перпендику- 
ляръ Ра, на сторону АС и откладываемь на АС отр%зокъ 
а, а. -= Аа,. Пусть перпендикуляръ изъ а, къ АС пересЪкаеть 
сторону АВ къ точкЪ Ь.. Если сумма угловъ треугольника 
Аа, будеть п— а, то вь треугольникз АБ, а, она будеть 
п— 24а, а вь треугольникз Аа.,/, < п — 2а. Повторяя подоб- 
ное построене, мы будемъ получать все таке треугольники съ 
общимъ угломь А, сумма угловъ которыхъ будеть меньше 
п— 4, п ба и вообще посл п построешй меньше с — 2. 
Но такъ какъ она не можеть быть меньше А, то такое по- 
строене можеть быть повторено лишь конечное число разъ 
п— 


< - 














с Дальнфйпие перпендикуляры перестануть уже ие- 
24 


ресЪкать АБ, начиная съ нЪфкотораго конечнаго разстояня 2 
отъ точки 4, для котораго (2) = А. Отсюда заключаемъ, что 
функшя (5) убываеть непрерывно, начиная оть значеня 
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о) я до значешя П(оо)=0. ПослЪднее обстоятельство 


позволяеть намъ предполагать, что эта функщя (5) будеть 
показалельнаго характера. 


Всякую показательную функцию можно выразить съ помощью 
простфйшихъ показательныхъ функщй, къ которымъ принадле- 
жать функции тригонометричесвя и гиперболическия. Основнымъ 
свойствомъ ихъ является ихъ однозначность. Это свойство утра- 
чивается при обращенш; функщи обратныя показательным — 
логариемическя и круговыя оказываются уже безконечно мно- 
гозначными. ТЪмъ не менЪе онф обладають всфми свойствами 
однозначныхь функщй, если только мы будемъ принимать во 
внимаше одну какую либо опредФленную вЪтвь такой функщи, 
напр. если мы за значене 2, соотвфтствующее и==е’ будемъ 
принимать 2 =1ер -|- 4, гдЪ 1ер — дфйствительный логариемъ 
модуля и, а $ аргументь и, не превосходяний т. Воспользовав- 
шись этими соображенями, попробуемъ разыскать аналитиче- 
ское выражеше функци П(). Е 

Пусть ВС—данная прямая (фиг. 118), А — точка вн% ея, 
АБ — у — перпендикулярь изь А на ВС. Пусть АБ — какая 
либо прямая, проходящая чрезь точку А, отр%зокъ ВО=х, 
уголь ВАЙ =0. Такь какъ дв прямыя пересфкаются только 
въ одной точкЪ, то каждому значенпо @ будетъ тогда соотвЪт- 
ствоваль одно и только одно значене 2, а потому, соглаено 
вышесказанному, каждому значентю 450 будеть соотвЪтствовать 
одно и только одно значеше {2/5 и обратно. Посему 120 и 42/5 
должны быть связаны между собою линейнымъ соотношешемъ, 
4420 —- В 
Се -- р 
4—0, а потому 420 и {2/5 обращаются въ нуль одновременно; 
сверхъ того 06% функщи при пореходЪ чрезь нуль мЪняють 
знакъ; посему необходимо В — 0, С=0, и искомая зависи- 
мость принимаеть видъ 1514 — А4ю0. Пусть теперь 9, —уголъ 
параллельности для у, такъ что 0, —=П(у), тогда 2% = 00, 
421 со | = АУ), откуда А= Су). 


т. е. соотношенемь вида 421 = Но при 0==0 и 
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Возьмемь теперь какой либо треугольникь АВО прямо- 
угольный при точкф С, такъ что гипотенуза его будеть с, ка- 
теты а иб. Изь послЪдняго соотношеня находимъ бойа=— 
—4(5) 4% А, «—а(а)Б, откуда. замЪчая, что соз==х- их, 
находимт: 








ее зшйа 
У7о) -- эта ?(в)зтА?а а’ 
я 11/2 





Такь какъ зт.А долженъ обращаться въ единицу при 4—с 
и вь зпР при а=, то полученныя выраженя необходимо 


должны быть вида ло, ло 


— зи /(а). Поэтому вообще должно быть $(у)— (у) — з/у, 
или послЪ небольшихъ а: 


и) = 


Это выражеше дано Лобачевскимъ послф иродолжительныхъ, 
весьма сложныхъ, хотяхи болфе прямыхъ геометрическихь с0- 
ображенй. 


что возможно только при $(а)— 


о 


Перейдемъ теперь къ изучению зависимостей между сторо- 
в’ Нами и углами треугольника. 
Пусть АВС иметь углы А= о 
—ПЦ(а), В= П(В) и С= ПС). На 
сторонф ВС (фиг. 122) отложимъ 
отр$зокь СР — и на сторонз АВ 
отр%зокь АЕ — а; изъ точекъ 0) и 
Е возставимъ перпендикуляры 1.0" 
и ЕЁ! къ соотв тственнымь сто- 
ронамъ и проведемъь прямую ВВ’, 
параллельную прямой 10)’, а по- 
тому и ЕЁ". Такимъ образомъ у 
нась получаются углы СВБ- 
Фиг. 122. —= Ца-7) и АВВ!'=Ше—а), 





Е’ 
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связанные между с0б0ю соотношешемь П(8) = И (а—) — 
— П(с—а). Отрзки я и 1 должны быть взяты съ обратнымъ 
знакомъ, если соотвЪтствующие имъ углы будуть тупые. 

Сь помощью этого соотношеня могуть быть найдены веЪ 
остальныя зависимости между сторонами и углами треугольника. 


Если стороны какого-либо угла ВАС (фиг. 121) 
пересЪчемъ двумя прямыми, перпендикулярными къ АВ, 
то отношеше меньшаго отр5зка къ большему на этой 
сторон$ будетъ больше отношеня соотвЪтствующихъ 
отрЪзковъ на другой сторонЪ. 

Чтобы убЪдиться въ этомъ, отложимъ на АС произвольное 
число равныхь отрзковь Аа, —=аа, =аьа. =... =а_ Си 


7 





изъ полученныхь точекъь возставимъ перпендикуляры къ АС, 
которые пусть пересфкуть АС въ точкахъ 6;, 65,...:0, 1, С. 
Разсмотримъ два какихъ-либо смежныхъ изъ полученныхъ че- 
тыреугольниковъ: а. 46, 6, иаа, ,6Ъ,,. Перегнемъ по- 
лученную фигуру по прямой а; тогда точки ациа 
совпадуть, а потому совпадуть и прямыя к и а, 101. 
Въ полученномъь такимъ образомъ треугольник 5, 16,., 
очевидно, уголъ 6,,, будеть меньше угла 0, а потому и 
сторона Ъ,46, меньше стороны 5’, 1—6, 6„,,, такъ что отрЪзки 
эти возрастають по мЪфрЪ удаленя оть точки А, откуда и сл?Ъ- 
дуеть высказанное предложене. 

ПримЪняя эту теорему къ прямоугольному треугольнику, 
найдемъ, что квадрат» зитотенузы больше суммы квадратове 
катетовз. Изъь той же теоремы заключаемъ, что разстояше 
между двумя пертендикулярами кз одной прямой возрастаеть 
по мтръ удалешя ихь отз нея до безконечносши. Разстояне 
между двумя параллельными прямыми возрастает в% одну 
сторону 90 безконечности, а вз друцую убываетв до нуля. 

Не останавливаясь на доказательствахъ этихъ предложений, 
перейдемъ къ послфднему предложению седьмой главы: 
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Перпендикуляры, возставленные изъ срединъ сторон 
треугольника, могутъ перес$каться въ одной точкЪ, 
или вовсе не пересфкаться, или быть параллельными. 
Если два изъ этихъ перпендикуляровъ пересЪкаются, 
то необходимо и третй пройдетъ чрезъ точку ихъ пе- 
ресЪчения; это очевидно. Если эти перпендикуляры не 
перес5каются, то параллельность двухъ изъ нихъ вле- 
четъ за собою и параллельность имъ третьяго. 

Приведемъ доказательство этого предложеня только для 

одного случая, именно, когда углы А и С треугольника АВС 
(фиг. 123) острые и перпендикуляры -изъ срединъ сторонъ его 
АБ и ВС параллельны. Эти перпендикуляры необходимо пере- 
сЪфкаютъ сторону АС треугольника въ точкахь № и №, лежа- 
щихь съ разныхъ сторонъ средины ея Ы, такъ что перпенди- 
куляръ, возставленный кь АС въ 
точкз Н, долженъ лежаль между 
ними, а такъ какъ онъ перес$- 
каться ни съ однимъ изъ нихъ не 
можеть, то онъ имъ долженъ быть. 
параллеленъ. 

ПослЪднее обстоятельство пока- 

зываеть, что чрезз три данмныя 
‚ почки не всегда можно провести 
круз, и что круз с5 возрастанемь радиуса не можеть стре- 
миться кь прямой, ибо иначе перпендикуляры къ одной пря- 
мой были бы параллельны. 





Н’ 
Фиг. 128. 


ПредЪльнымь положеншемт круга должна, слфдовательно, 
служыть какая-то другая линя, обладающая тЪмъ свойствомъ, 
что перпендикуляры изъ средины хордъ ея всЪф параллельны, 
другь другу. Эту кривую Лобачевсюй называеть предзльною 
кривою, перпендикуляры изъ средины хордъ ея——осями предьль- 
ной кривой, поверхность, происшедшую отьъ вращения предфльной 
кривой около одной изъ ея осей, —предзльной поверхностью. 

Вся восьмая глава посвящена именно изучению свойствъ 
этихъ предфльныхъ линй и поверхностей. 
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Въ самомъ опредфлени предЪфльной кривой уже указывается 
и способъ построеня. Именно, на данной прямой АВ строимъ 
уголь П(а) при точкф А и на полученной прямой отклады- 
ваемъ отрфзокь АС=2а; точка С будеть лежать на предфль- 
ной кривой. Такимъ образомъ по точкамъ можемъ построить и 
всю предЪльную кривую. Изь самаго способа построеня ея 
видно, что дуги ея покрывають сами себя во веЪхъ частяхъ, и 
что кругь не можеть пересЪчь ее болфе, чфмъ въ двухъ точкахъ. 

Подобными же свойствами должна обладаль, конечно, и пре- 
дЪльная поверхность. Плоскость, проходящая по оси поверх- 
ности, пересчеть ее по предЪльной кривой, всякая другая пло- 
скость — по кругу. ПредЪльныя лини на предфльной поверх- 
ности играють ту же роль, какъ прямыя на плоскости и, такъ 
какь сумма  двугранныхъ Н 
угловъ, происходящихъ оть 
пересфчентя трехъ плоскостей 
по‘прямымъ, параллельнымъ 
другъ другу, равна х, то сум- 
ма угловъь предфльнаго тре- 
угольника равна т, такъ что 
на этой поверхности геоме- 
трия Евклида примнима впол- 
нв и безь всякихъ ограни- Фиг. 124. 
ченйй. 

Въ заключеше укажемъ еще одно метрическое свойство 
предфльной кривой. 

Пусть АВ и А!'Б'—дуги предЪльныхъ кривыхъ (фиг. 124), 
пересЪченныя парою параллельныхь прямыхъ АА’ и ВБ’; по- 
кажемь сначала, что отношене этихъ дугь не зависить оть 
ихъ длины. Для этого раздЪлимъ дугу АВ на я равныхъ частей 
и чрезь точки дфлешя А,, 4,,...А,_, проведемъ прямыя 
А, А,', А.А... А, А,_г', параллельныя прямымъ АА! и ВВ'. 
Эти прямыя раздЪлять дугу А’В' также на я равныхъ частей, 
ибо по свойству предЪльной кривой полоса АА, А,’А! можеть 
быть совмфщена съ полосою А,А.А'.А' и съ каждою слф- 
дующею, при чемъ, слфдовательно, будуть совмфщаться также 
и дуги А'А,', АТА, и т. д. Отношене дугъ двухъ предЪ®ль- 

ВЪ ЦАРСТВ ОМЕКАЛКИ. 18 
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ныхъ кривыхъ между двумя параллельными прямыми зависить, 
слЪдовалельно, только оть разстояшя этихъ кривыхъ другЪъ оть 
друга. Если это разстояне будеть х и если отношеве двухъ 
дугъ, разетояне между которыми равно единиц%, примемъ за С, 
то это отношеше будеть выражаться числомъ С”, при чемь С 


р 13 
должно быть необходимо больше единицы. Полагая С’ ==е, тд е— 
основане Неперовыхъ логариомовъ, можемь представить это 
отношен!е въ видЪ 


На этомь и закончимъ изложене геометрическихъ изслЪдо- 
вашй Лобачевскаго. 


Результатом этихъ изслфдовашй явилась новая, вполн* строй- 
ная и строго логическая система Геометри, которая должна 
была бы замЪфнить Геометрио Евклида, если бы его одиннадцатая 
акс1ома оказалась ложной. Но непосредственныя измрешя, на- 
примЪрь измфрентя суммы угловъ треугольниковъ, вершинами 
которыхъ служать весьма отдаленныя оть насъ и другь ть, 
друга неподвижныя звЪзды, не обнаруживають замфтныхъ откло- 
нен!й оть этой аксюмы. Поэтому Геометрия Евклида вообще для 
любыхъ разстояй или по крайней мЪрЪ для разстоянйй, съ 
которыми намъ приходится имфть дЪфло, должна имЪть мЪето 
безусловно. . | 

Вопросъ о реальном» существовани Геометр!и Лобачевскаго 
и 0 значени одиннадцатой акс1омы въ Геометри Евклида оста- 
вался, слЪдовательно, открытымъ. Р$шешемъ этого вопроса пер- 
вый началъ заниматься одинъ изъ наиболЪе выдающихся геоме- 
тровъ послфдняго времени, итальянсый ученый, профессоръ Ве]- 
гап!, работы котораго и открываютъь собственно, нынЪ уже 
весьма обширную, область изслфдованй по геометрии Лобачев- 
скаго. Въ своемъ «Заео1о @ [мегргебалопе 4еПа Сотейма поп 
КисПеа», и затЪмъ въ <Теота юпдашей(ае Че Брали @ Сигуа- 
фига сопзбале» въ 1868 году онъ показываеть, что Геометрия 
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Лобачевскаго для двухъ измЪренйй, т. е. существующая Гео- 
метр1я Евклида на плоскости, вполнв примфнима на поверх- 
ностяхъ, имющихь постоянную отрицательную кривизну, ко- 
торыя онъ называеть исевдосферическими поверхностями. 
Такимъ образомъ, реальное представлеше для си- 
стемы Лобачевскаго, по крайней мБрЪ для двухъ измЪ- 
ренй, было найдено, а вмЪстБ съ тЪмъ былъ р5шенъ 
вопросъ о значении одиннадцатой аксюмы Евклида. Эта 
аксюма отличаетъ плоскость отъ псевдосферы. 





18* 





Н$которые фокусы, 


Кь области здраваго развитя смекалки слЪфдуеть отнести 
умЪнье найтись не только при р%$зшенши какого либо хитро- 
умнаго вопроса, или при выяснени математическаго парадокса 
и софизма. Необходимо, кромЪ того, развивать въ себЪ навыкъ, 
чтобы различать истинно математическую задачу оть проетого 
фокуса, основаннаго на отводф глазъ или попросту иногда— 
обманЪ. НЪсколько образцовъ распространенныхъ фокусовъ по- 
добнаго рода мы и разъяснимъ въ этомъ отдЪфлЪ, начиная съ 
простьйшаго изъ нихъ. 


Странная история. 


На столь лежить 5 спичекъ (или иныхъ какихъ предме- 
98345 . . 

товъ) | ВЫ и въ каждой рукф держать по одной. Теперь 
разсказывають такую историю: 

Пять овець (5 спичекъ) паслись на лугу, а въ лЪсу нахо- 
дились 2 разбойника (показывають 06% спички въ рукахъ). 
Разбойники украли овецъ одну за другой (беруть № 1 лЪвой 
рукой, № 5 правой, № 2 лЬвой, № 4 правой, № 3 лЪвой). 
Въ это время пришелъ пастухъ, и разбойники отпустили овецъ 
обратно (кладутъ обратно на столъ 1 спичку изъ правой руки, 
1 изъ лфвой, 1 изъ правой, 1 изъ лЪвой, 1 изъ правой (Те- 
перь въ лЪвой рук находятся 2 спички, въ то время, какъ 
зрители считаютъ, что въ каждой рукф— по одной). 

Пастухъ удалился, и разбойники опять забрали одну за дру- 
гой всЪхъ овець (начинають брать лЪвой рукой). Но въ это 
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время пришли солдаты, и разбойники убЪфжали, оставивъ овецъ 
въ лЪеу. Открывають руки, и въ самомъ дЪфлЪ: въ одной рукЪ 
5 овецъ, въ другой 2 разбойника. 

Эта веселенькая, хотя нЪфсколько и странная, исторйка 
основана, очевидно, только на быстротЪ разсказа и постоян- 
номъ подсовывани внЪ очереди лЪвой руки вмЪфсто правой. 
Какъ ни прость этоть «отводъ глазъ», но сначала онъ уди- 
вляетъ. : 


феноменальная память. 


Знаменитый «счетчикъ» Жакъ Иноди — производивиий въ 
умф математическя дЪйствя надъ многозначными числами, 
обладалъ, прежде всего, поистин% феноменальной памятью чи- 
селъ—онъ запоминаль сразу длиннЪйпие ряды цифръ и повто- 
рялъ ихъ безъь ошибки, словно читалъ по писанному. ЗдЪсь мы 
имфемъ дЪло съ р%®дкимъь природнымъ даромъ. Совсфмъ другое 
дЪло, когда такую же способность демонстрирують предъ пу- 
бликой провинщальныхъ городовъ заззяие фокусники. ЭдЪ6ь дфло 
вовсе не въ памяти, а въ примфнени остроумнаго и крайне 
простого мнемоническаго према. Полагаемъ, что читателю не- 
бевынтересно будеть съ нимъ ознакомиться, чтобы умЪть, при 
случаЪ, отличить истинную, природную способность отъ про- 
стой уловки. 

Воть примфръ. Фокусникъ диктуеть вамъ нЪсколько длин- 
нЪйшихъ рядовъ цифръ и затзмъ безъ запинки повторяетъ ихъ 
сколько угодно разъ, не смфшивая одного ряда съ другимъ и 
не пропуская ни одной цифры. 

Весь секретъ въ томъ, что фокусникъ твердо выучилъ не- 
большую табличку, гдЪ каждой изъ 10-ти цифръ отвфчаютъ 
опредФленныя согласныя буквы. Для тЪхъ, кто пожелалъ бы 
самъ позабавить своихъ гостей рядомъ эффектныхъь Ффокусовъ, 
мы приводимъ ниже такую табличку. Въ ней стоящимъ на- 
верху цифрамъ отвфчаютъ по двЪ согласныхъ буквы. 


фо ая ннив В: асус ОРУ 


О ВЯ О В. АВ 
Е п. 


= 


Для облегчения небезполезны будуть кое-камя мнемониче- 
свя указаня. Что нулю соотвЪтетвуеть буква н, легко запо- 
мнить, м же похоже на н и стоитъ съ нимъ радомъ въ алфавитЪ. 
Г похоже на единицу по начертантю, и часто при смягчения 
переходить въ ж. Буква д выбрана для двойки, какъ началь- 
ная и часто произносится, какъ т. Буква к напоминаеть три, 
потому что состоитъ изъ трехъ черточекъ; съ х она родственна, 
какъ гортанная. Ч первая буква слова «четыре» и напоминаеть 
щ. П — первая буква пяти и родственна 6. Точно также ш 
напоминаеть шестерку (л приходится просто запомнить), и в— 
семерку; з— родственна с. В— первая буква слова восемь, ф— 
родственна в. Наконецъ, р выбрана для девятки, такъ какъ 
напоминаеть ее, если перевернуть ее на другой бокъ; п-—-при- 
ходитея выучить. 

Какъ ни смфшны могуть показаться эти мнемоническя 
сближения, они все же приносять огромное облегченте. Зная 
ихъ, вы въ одну-двз минуты твердо выучите приведенную 
табличку и навфрно провозитесь надъ ней цфлый часъ, если 
пренебрежете ими. 

Затвердивъ табличку, вы можете уже изумлять пруятелей 
вашей феноменальной памятью не хуже упомянутаго выше фо- 
кусника. Передъь тЪмъ, какъ продиктоваль рядъ цифръ, вы 
вспоминаете какое-нибудь хорошо знакомое стихотвореше и мы- 
сленно замЪняете въ немъ всЪ согласные звуки соотвЪтетвен- 
ными цифрами. Пусть вами выбраны слфдующия четыре строки 
изъ Пушкина: 


Поэтъ, не дорожи любовио народной. 
Восторженныхъ похваль пройдеть минутный шумь, 
Услышишь судъ глупца и смЪхъ толпы холодной, 
Но ты останься твердъ, спокоенъ и угрюмъ. 


Подставляя въ умЪ, вмЪето согласныхъ, отвЪчаюция имъ 
цифры, вы диктуете слфдуюцие ряды чиселъ: 


5202916580920 
8729100353865922002060 
76667216597032658620 
2120728927530190 
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Если васъ, спустя сколько угодно времени, попросять по- 
вторить продиктованные вами ряды цифръ, то зная, какими 
стихами вы пользовались, вы безошибочно воспроизведете всЪ 
четыре ряда. Если васъ попросять сразу сказать, напримЪръ, 
третй рядъ, то вы вспомните третью строчку («услышишь 
судъ глупца...») и тотчасъь же назовете вс цифры ряла. 


«Математическое ясновидЪн!е»›. 


Затоворивъ о фокусахъ, разоблачимь тайну еще одного 
весьма эффектнаго фокуса, которымъ ловке «престидижитаторы» 
часто морочать провинщальную публику. Мы говоримъ о такъ 
называемомъ «математическомъ ясновидЪни», «мантевизмЪ», 
«чтен!и мыслей» и т. п. «нумерахъ», которые перечисляются въ 
программахъ подобныхъ сеансовъ. Обыкновенно дЪло происходить 
такъ. Фокусникъ выводить на эстраду свою «ясновидящую», 
усаживаеть ее въ кресло и, для вящшей благонадежности, за- 
вязываетъ ей глаза. ЗатЪмъ онъ съ аспидной доской спускается 
въ зрительный залъ, ходить между креселъь и предлагаетъ зри- 
телямъ самимъ написать какое-нибудь число, меньшее 1000. 
Когда число написано, фокусникъ, оставаясь среди зрителей, 
въ партерЪ, обращается къ ясновидящей съ просьбой назвать 
это число, и та тотчасъ же выкрикиваеть съ эстрады это число, 
словно читая его по аспидной лоскЪ. 

Озадаченные зрители пишуть второе, третье число, въ оба 
глаза слфдять за фокусникомъь и ‹ясновидящей», но ничего 
подозрительнаго не открывають: фокусникъ спрашиваеть, — 
«ясновидящая» отвЪчаетъ. 

Ни ясновидЪн!я, ни внушеня, ни чтеня мыслей здЪсь 
однако никакого нЪтъ. Просто-на-проето фокусникъ и его по- 
мощница твердо выучили уже приведенную выше табличку: 
обращаясь къ «ясновидящей» съ просьбой отгадать число, онъ 
ловко составляеть фразу какъ разъ изъ такихъ словъ, первыя 
согласныя которыхъ означаютъ написанное зрителемъ число. 
Воть и вся тайна этого эффектнаго фокуса. 

Теперь вы и сами сможете продфлать его, разь Волумбово 
яйцо уже поставлено. Вамъ необходимо только изошриться въ 
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составлени соотвЪфтствующихь фразъ, въ быстромъ и ловкомъ 
подыскивани подходящихъ словъ, начинающихся съ требуемой 
согласной. Но прежде всего вы должны какъ-нибудь дать знать 
«ясновидящей» или «ясновидящему» сколько цифръ въ угады- 
ваемомъ числЪ: одна, двЪ или три. ДЪло въ томъ, что въ рас- 
четь принимаются всегда только первыя слова фразы, и «яено- 
видящая» должна знать, гдф остановиться. 

Для этого фокусникъ обыкновенно пользуется опять-таки 
разъ навсегда условленными словами. Если задумано однознач- 
ное число, то онъ начинаеть свое обращене къ помощницЪ 
всегда съ односложныхъ словечекъ: «А» или «Воть». Если на- 
писано двузначное число, то вопросъ начинается двусложнымъ 
обращенемъ: «Ну-ка» или: «Еще». Наконецъ, при трехзначномъ 
числЪ никакихъ условныхъ обращенй не употребляютъ, такъ 
что отсутете въ началЪ вопроса перечисленныхъ четырехъ 
словъ указываетъ, что число трехзначное. 

Теперь продЪлаемъ нФсколько опытовъ. Пусть написано 
число 84; фокусникъ спрашиваеть ясновидящую: «Ну-ка, какое 
число написалъ этотъ господинъ?» Слово «ну-ка» указываеть, 
что число двузначное; какое —=3, а число = 4. 

Пусть написано 92. Фокусникъ спрашиваеть: «Еще разъ, 
дружокь, отгадай-ка!» Еще—двЪ цифры; разъ—9; дружокъ=2. 

Написано 4. Фраза: «А что написалъ теперь этоть гоепо- 
динЪ?» (А— одна цифра, что == 4). 

Написано 207. Обращение: «Ты не устала? Какое же число 
сейчасъ написано?» (Отсутстве условныхъ ‘обращешй указы- 
ваеть на то, что число трехзначное; ты=2, не=0; устала=7). 

Какъ видить читатель изъ этихь примфровъ, составлене 
подходящихъ обращенй—дЪло не Богь вЪсть какое трудное. 
Навыкъ прюбрЪФтается легко. 

Часто фокусники нЪсколько видоизм$няють опытъ: просятъ 
зрителя обозначить какое-либо дЪйстве между двумя числами, 
и мнимая ясновидящая сразу произносить результать (если 
только онъ не больше тысячи). Зритель пишетъ, напримЪръ, 
11Х 14. И ясновидящая сразу отвфчаетъь 154. Зная секретъ 
«мантевизма», легко догадаться, что при этомъ фокусникъ ена- 
чала мысленно производить въ умВ нужныя дЪйствя и затЪмъ 
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объясненнымъь выше уже способомъ сообщаеть помощниц® ре- 
зультать. Въ нашемъ примрф онъ можеть обратиться къ ней 
такъ: «Голубушка, прикинь, что составляется изъ этихъ чиселъ?» 
(аи Ш. ф 

Можно еще болфе изумить публику, если заставить «ясно- 
видящую» сообщать не только конечный результать, но и ука- 
зать, оть какого дФйствя онъ полученъ —сложешя, вычитания, 
умноженя или дфлевшя. Для этого опять-таки прибфгають къ 
условнымъ 0бозначетямъ. Именно, связывають съ тфмъ или 
инымъ дЪйствемъ опредфленныя буквы, на этоть разъ— глас- 
ныя: 0 обозначаеть сложеше, м или и— вычитане, % или е— 
дълене, и, наконець, у—умноженте. 

_ Подобнымъ же образомъ «ясновидящая» можеть угадывать, 
напр., день или годъ рожденя. Кто-нибудь изъ публики пи- 
шеть эту дату на доскЪ, фокуеникъ просить помощницу про- 
честь написанное и получаеть вполнЪ точный отвфть. эЭдЪсь 
число мЪсяца и годъ рожден!я сообщаются ей, какъ и всяюя 
друмя числа, а мфеяцъ-— условной цифрой. Напр. 25 марта = 
—25 и 3, такъ какъ мартъ тремй мЪФсяцъ. 

Не имя никакого почти развивательнаго значения, подоб- 
ные «фокусы» способствують однако навыку въ обращени съ 
числами. Поэтому разсмотримъ еще одинъ фокусъ. Разь мы 
забрели въ этоть уголокъ «царства смекалки», то ужъ 0о6мо- 
тримъ его повнимательн$е. 











Угадыван!е домино. 


Этоть салонный фокусь обычно также выдають за <«чтене 
мыслей». Но «чтеше мыслей» здЪсь такого сорта, что вы сами 
можете осуществить его, не обладая никакими сверхъестествен- 
ными способностями. 

Вы заявляете своимъ гостямъ, что беретесь отгадать заду- 
манную ими плитку (или «костяшку») домино, находясь съ 
завязанными глазами въ дальнемъ углу залы или даже въ с0- 
сфдней комналтЪ. И дЪйствительно, когда гости, выбравъ изъ 
груды игры любую плитку, спрашивають васъ, какая взята, — 
вы сразу же отвЁчаете, хотя не можете видЪть не только до- 
мино, но даже гостей. 
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Объяснен1е фокуса. 


У васъ долженъ быть среди гостей сообщникъ, съ которымъ 
вы предварительно условились, что личныя и притяжательныя 
м$стоимешя будуть означать опредфленныя числа, именно: 





‘я, мой—1 мы, напь— 4 
ты, твой—2 вы, вапь— 5 
онъ, его— 3 они, ихъ—6 


Пусть гости выбрали плитку %/з. Тогда ваштъ сообщникъ 
обращается къ вамъ съ такою фразой: «Мы задумали плитку, 
отгадайте-ка ее!» Если нужно «протелеграфировать», напр., '/ъ, 
то вапгь сообщникъ, улучивъ моментъ, вставляеть такую фразу: 
«А я думаю, что вы на этоть разъ не угадаете». Фраза: «Ну, 
теперь у насъ такя плитки, что тебЪ ихъ не отгадать» —овна- 
‘чаеть 4/2 ит. п. 

Само собой понятно, что имЪють значеше лишь первыя 
два мфетоименя. Для обозначеня бЪлаго (нулевого) поля также 
выбираютъ какое-нибудь слово, напр. сударь: «отгадайте-ка, 
сударь, что мы туть задумали», —будеть означать °/а. 

Какъ ни просты секреты этихъ фокусовъ, — ихъ, все же, 
трудно разгадать. Нужно обладать большой смёткой, чтобы до- 
гадалься, къ. какой уловкЪ прибЪгь фокусникъ. 


Хитрая механика! 


Воть еще два фокуса, при ловкомъ исполнеши которыхъ 
иной можеть подумать, что здЪеь и въ самомъ дЪлЪ таится ка- 
кая либо «хитрая 
механика». 

Между указа- 
тельнымь и боль- 
шимъ пальцами 
каждой руки я 
держу по спичк$— спичку въ лфвой рукЪ горизонтально, въ 
правой вертикально; я приближаю руки другь къ другу такъ, 
чтобы спички скрестились (фиг. 125). Теперь я дфлаю быстрое 





Фиг. 126. 
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движене руками... и спички опять образуютъ крестъ, но теперь 
горизонтальная спичка находится по другую сторону вертикаль- 
ной (фиг. 126). Снова дфлаю движеше руками, и спички снова 
находятся въ первоначальномъ положенш. Можно повторить 
этоть фокусь нЪФсколько разъ, но никто не можеть понять, 
какъ это дЪлается. 


Этотъ фокусъ, требующий предварительнаго небольшого упраж- 
нен1я, производится слфдующимъ образомъ. Вертикальная спичка 
помфщается головкой внизъ, такъ что послфдняя покоится на 
большомъ пальцф, въ то время какъ указательный палецъ опи- 
рается о другой ея конецъ. При не- 
большомъ сдавливани этихъ пальцевъ 
спичка пристаеть къ указательному 
пальцу. Теперь стоить только слег: 
раздвинуть пальцы, и спичка удержи- 
вается однимъ указательнымъ  паль- 
цемъ—какъ бы висить на немъ (фиг. 527). Черезь получен- 
ный такимъ образомъ маленьюй прозоръ между спичкой и боль- 
шимъ пальцемъ вы быстро и незамЪтно для другихъ вводите 
и выводите горизонтальную спичку, всяюй разъ тотчасъ же за- 
крывая отверсте. 





Фиг. 127. 


* * 
* 


По серединЪ двухъ спичекъ проводять поперечную черту. 
Большимъ и указательнымъ пальцами правой руки берутъ спички 
такъ, чтобы 06% черты были видны сверху (фиг. 128), вел ду 
затЪмь тЪми же пальцами лЪвой 
руки поворачивають эти спички 
на полъ-оборота вокругъ ихъ ко- 
роткой оси (т.е., принимая черту 
И. вращенйя) такъ, что пальцы ани 

правой руки будуть уже касаться 
противоположныхъ концовъ спичекъ (фиг. 129). Теперь спраши- 
ваютъ: «черточки сверху или снизу?» Всяк! отвЪтить: «снизу», 
иошибется, если, поворачивая спички вокругъ ихъ короткой оси, 
вы въ то же время, въ пальцахъ лЪвой руки, незам$тно повернете 
ихъ вокругь длинной оси (т.е. оси, параллельной длинЪ спичекъ). 
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Математика, какъ упражненге въ искусствЪ хорошо говорить. 


Цнность перевода съ иностраннаго языка заключается въ 
умфни проникать въ тайники мысли, изложенной на чужомъ 
языкф. ЦФнность рисованя состоить въ наглядномъ изображе- 
ни точныхъ соотношений частей и перспективы. ЦЪнность есте- 
ствознания—въ развити независимости мысли. Вс$ эти положе- 
ня известны приступающимъ къ изученю премовъ краснор?- 
шя, къ выработкЪ въ себЪ умфнья говорить плавно, убфдительно 
и красиво. Начинаюцие свою жизненную карьеру часто говорятъ 
0 польз изученя перечисленныхъ наукъ. Но рЪдко слышно о 
математическихь чтеняхъ и упражнен!яхъ, какъ объ образцахъ 
краснор$чя. А между тЪмъ математика имфеть въ этомъ отно- 
шенш свои несомнфнныя преимущества передъ вс$ми назван- 
ными науками и искусствами. 

ЦЪль, къ которой долженъ стремиться говоряпий, состоить 
въ томъ, чтобы заставить другихъ сосредоточить все свое вни- 
ман!е на мысли и убЪждени оратора, заставить ихъ отвлечься 
отъ ихъ собственной личности. И ни въ одной аудитор, мо- 
жеть быть, не достигается эта цфль легче, ч$мь въ аудитор 
математика. 

Сжатость разсужден!я, точность доказательства, изображенте 
необходимыхьъ выводовъ изъ данныхъ предположеншй приковы- 
ваютъ и сосредоточиваютъь всЪ умственныя силы какъ объяс- 
няющаго, такъ и слушающаго. 

Въ какихъ иныхъ случаяхь изучаюций инстинктивно найдетъ 
легчайшую возможность въ немногихъ словахъ изложить многое? 
Въ какихъ иныхъ обстоятельствахь, слфдовалельно, простая, 
не бьющая на эффектъ, но легкая и красивая форма изложе- 
ния будеть такъ умфетна и плодотворна, какъ здЪеь? Вычурность 
п аффектащя, какъ результаты дурной привычки рисовалься, не 
имфють здЪфсь мЪета и потому быстро исчезають! Между тзмъ 
всЪ друмя особенности умЪнья говорить находятъ здЪфеь при- 
мЪненше и постепенно развиваются при общемъ и связномъ те- 
чени мыслей объясняющаго и слушателей. 

Одинъ наблюдатель, самъ малематикъ, говорить, что ему 
удалось отмфтить не болфе двухь примфровъ вычурноети въ 


285 


чтеншя и изложеши лекщй по математикЪ. И въ обоихъ слу- 
чаяхъ эта манера постепенно и незамЪтно исчезла. Въ одномъ 
случа женщина-лекторь сдФлала введеше въ курсъ очень ма- 
нерно и вычурно, но тотчась же невольно перешла на совер- 
шенно другой тонъ, такъ какъ слушатели обратили ея внима- 
ве нЪкоторыми вопросами на сущность предмета и заставили 
ее сосредоточить вс$ силы ума, чтобы объяснить все понятно. 

Постоянная необходимость объяснительныхь чертежей пр1- 
учаеть лектора и слушателя также къ иллюстрацщ!и своихъ мыслей. 

Эффекть математическаго краснорЪчя долженъ заключаться 
въ яеномъ, сжатомъ и точномъ вывод$ изъ извЪетныхъ фактовъ. 
Ёь такимъ пр1емамъ и къ такому образу мышленя долженъ 
пр/учаться матемаликъ-ораторъ. 

Было бы, пожалуй, хорошо, если бы во всЪхь нашихъ шко- 
лахъ,— не только такъ называемыхъ «точныхъ» наукъ, но и въ 
школахь или обществахь, обучающихь краснорЪчио, было на- 
писано извЪстное изречеме Плалона: «Пусть не входить сюда 
никто не знакомый съ геометрей!» 





Прежн!й абакъ и новыя цифры. 


исунокъ изъ «Магоаг ба РЫПозорЬса» (1693 г.). 


ТА ВТЕНУЕ, 
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